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Lojistik Déntigtim

x(k + 1) = f(x(k))
fr(x) = rx(1 —x)
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Lojistik Déntigtim

x(k+ 1) = f(x(k))
fr(x) = rx(1 — x)

Sabit noktalari: x; =0ve x; =1 — 1?
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Sabit noktalar: x; =0ve x; =1— -

Lojistik Déntigtim

X(k +1) = f(x(k))
fr(x) = rx(1 — x)

1

Xo € (—00,0) U (0,00) => Xp — —00

r=42iginf
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Lojistik Donugim

x(k+ 1) = f(x(k))
fr(x) = rx(1 — x)

Sabit noktalari: x; =0ve x; =1 — 1?

0<r<4isex € [0,4] = x, € [0,4], yani A = [0, 4] dedismez altuzaydir.

r=42iginf
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Lojistik Déntigtim

Periyod Katlanmasi

hE =

G =

y

24 24 28 10 3.2 34 16 38 4.0k
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Lojistik D&

Feigenbaum Evrensel Sabiti

pic Iinci periyod katlanmasinin gergeklestigi parametre degeri
Lojistik doniistim igin £=t=£n 5 — 4.669201609102990....

Hny2—Hnpt
Feigenbaum sabiti evreﬁseldi+r: Birgok fonksiyon icin limit deger ¢ sabittir.
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Lojistik Donugim

x(k+ 1) = f(x(k))
fr(x) = rx(1 — x)
Sabit noktalari: x; =0ve x; =1 — 17
r > 4 ise ne olur?

r=4.2igin
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Lojistik Déntigtim

Lojistik Donugim

x(k+1) = £(x(k)
fr(x) = rx(1 — x)
Sabit noktalari: x; =0ve x; =1 — 17
Degismez altkiimesi nedir ?
r=4.2igin

X
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Lojistik Déntigtim

Lojistik Donugim

x(k+1) = £(x(k)
fr(x) = rx(1 — x)
Sabit noktalari: x; =0ve x; =1 — 17
Degismez altkiimesi nedir ?
r=4.2igin

X
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Lojistik

x(k +1) = f(x(K))
fr(x) = rx(1 — x)
Sabit noktalari: x; =0ve x; =1 — 17
Degismez altkiimesi nedir ?
r=4.2igin

X
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Lojistik Déntigtim

Degismez altkime A

Ao = {x € [0,4] | f(x) £ [0,4]}

Ozkan Karabacak Dogrusal Olmayan Devreler, Sistemler ve Kaos



Degismez altkime A

Ao = {x €[0,4] | f(x) ¢ [0, 4]}
A= {x €[0,4] | f(x) € A}
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Degismez altkime A

Ao = {x €[0,4] | f(x) ¢ [0,4]}
Ar ={x €[0,4] | f(x) € Ao}
A = {XE [0,4] | f(X) 6A1}
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Degismez altkime A

Ao = {x €[0,4] | f(x) ¢ [0,4]}

A ={x €[0,4] | f(x) € Ao}

A, ={x€[0,4] | f(x) € A}
Ac={x€[0,4]|n=1,... kiken f"(x) € [0,1] n = k ve f**'(x) ¢ [0,1]}
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Degismez altkime A

Ao = {x € [0,4] | f(x) ¢ [0,4]}
A ={x €[0,4] | f(x) € Ao}
A, ={x€[0,4] | f(x) € A}
Ac={x€[0,4]|n=1,... kiken f"(x) € [0,1] n = k ve f**'(x) ¢ [0,1]}
A =10,1]\ Us= Ak degismez altkiimedir.
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Ao =[0,1]
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Uciin ortasi Cantor kiimesi (Middle Third Cantor Set)

Ao =[0,1]

SN

Ozkan Karabacak Dogrusal Olmayan Devreler, Sistemler ve Kaos



Uciin ortasi Cantor kiimesi (Middle Third Cantor Set)

Ay = [0, 1]
w022

bl BB
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Uciin ortasi Cantor kiimesi (Middle Third Cantor Set)

AO = [071]
1 2
a=log]u[5
1 2 1 2 7 8
A= [0* 5} . [6’5} . [é’@] . [5’1]
A=) A
k=0
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Lojistik Déntigtim

x(k +1) = f(x(k))
fr(x) = rx(1 = x)
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Lojistik

x(k +1) = f(x(k))
fr(x) = rx(1 = x)

N'da periyodik noktalar var mi?

r=42icgin f
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Lojistik Déntigtim

Lojistik Donugim

x(k+ 1) = f(x(k))
fr(x) = rx(1 — x)
Sabit noktalari: x; =0ve x; =1 — 17
Periyodik noktalari var mi?

r=4.2igin f?
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Lojistik

x(k+ 1) = f(x(k))
fr(x) = rx(1 — x)
Sabit noktalari: x; =0ve x; =1 — 17
Periyodik noktalari var mi?

r=4.2igin
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Lojistik Déntigtim

x(k + 1) = f(x(k))
fr(x) = rx(1 — x)
Sabit noktalari: x; =0ve x; =1 — 1?

Periyodik noktalari var mi?

r=4.2igin f*
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Lojistik Déntigtim

Lojistik Donugim

x(k+ 1) = f(x(k))
fr(x) = rx(1 — x)
Sabit noktalari: x; =0ve x; =1 — 17
Periyodik noktalari var mi?

r=42 igin &
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Lojistik Déntigtim

Sarkovskii Teoremi

Dogal sayilar asagidaki gibi siralayalim:
3>507p--->2-32-5>-->22.3>2%.5>...

>22.3p2%. 5> ..., 2428222 1
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Sarkovskii Teoremi

Dogal sayilar asagidaki gibi siralayalim:
3>507p--->2-32-5>-->22.3>2%.5>...

>22.3p2%. 5> ..., 2428222 1

Teorem (Sarkovskii)

R'den R'ye siirekli bir f fonksiyonunun asal periyodu k olan bir periyodik
¢bzimii varsa, k ©> | kosulunu saglayan her | igin asal periyodu | olan bir
periyodik ¢6zimdi vardir.
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Sarkovskii Teoremi

Dogal sayilar asagidaki gibi siralayalim:
3>507p--->2-32-5>-->22.3>2%.5>...

>22.3p2%. 5> ..., 2428222 1

Teorem (Sarkovskii)

R'den R'ye siirekli bir f fonksiyonunun asal periyodu k olan bir periyodik
¢bzimii varsa, k ©> | kosulunu saglayan her | igin asal periyodu | olan bir
periyodik ¢6zimdi vardir.

“Period three implies chaos”, Li & Yorke, 1975.
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Onbilgi

V C R aciktir, eger her x € V igin3e > 0 dyle ki (x — e, x +¢€) € V
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Lojistik Déntigtim

Onbilgi

V C R aciktir, eger her x € V igin3e > 0 dyle ki (x — e, x +¢€) € V
V C R kapalidir, eger V¢ = R\ V agiksa.
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Onbilgi

V C R aciktir, eger her x € V igin3e > 0 dyle ki (x — e, x +¢€) € V
V C R kapalidir, eger V¢ = R\ V agiksa.

@ Agciklarin birlesimi agiktir.
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Onbilgi

V C R aciktir, eger her x € V igin3e > 0 dyle ki (x — e, x +¢€) € V
V C R kapalidir, eger V¢ = R\ V agiksa.

@ Agciklarin birlesimi agiktir.
@ Sonlu sayidaki agiklarin kesigimi agiktir.
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Onbilgi

V C R aciktir, eger her x € V igin3e > 0 dyle ki (x — e, x +¢€) € V
V C R kapalidir, eger V¢ = R\ V agiksa.

@ Agciklarin birlesimi agiktir.
@ Sonlu sayidaki agiklarin kesigimi agiktir.
@ Kapalilarin kesisimi kapalidir.
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Onbilgi

V C R aciktir, eger her x € V igin3e > 0 dyle ki (x — e, x +¢€) € V
V C R kapalidir, eger V¢ = R\ V agiksa.

@ Agciklarin birlesimi agiktir.

@ Sonlu sayidaki agiklarin kesigimi agiktir.

@ Kapalilarin kesisimi kapalidir.

@ Sonlu sayidaki kapalinin birlesimi kapalidir.

Ozkan Karabacak Dogrusal Olmayan Devreler, Sistemler ve Kaos



Onbilgi

V C R aciktir, eger her x € V igin3e > 0 dyle ki (x — e, x +¢€) € V
V C R kapalidir, eger V¢ = R\ V agiksa.

Aciklarin birlesimi agiktir.

Sonlu sayidaki agiklarin kesigimi agiktir.
Kapalilarin kesisimi kapalidir.

Sonlu sayidaki kapalinin birlesimi kapalidir.

igice kapall kiimelerin kesisimi bos degildir.
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Onbilgi

V C R aciktir, eger her x € V igin3e > 0 dyle ki (x — e, x +¢€) € V
V C R kapalidir, eger V¢ = R\ V agiksa.

Aciklarin birlesimi agiktir.

Sonlu sayidaki agiklarin kesigimi agiktir.
Kapalilarin kesisimi kapalidir.

Sonlu sayidaki kapalinin birlesimi kapalidir.
igice kapall kiimelerin kesisimi bos degildir.

Kapali bir kiime i¢indeki yakinsak bir dizinin limiti kimenin i¢indedir.
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Lojistik Déntigtim

Onbilgi

V icindeki yakinsak dizilerin limit noktalarina V' nin limit noktalari denir.
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Onbilgi

V icindeki yakinsak dizilerin limit noktalarina V' nin limit noktalari denir.

V ile V'nin tiim limit noktalarinin birlesimine V’nin kapanisi denir ve V ile
gosterilir.
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Lojistik Déntigtim

Onbilgi

V icindeki yakinsak dizilerin limit noktalarina V' nin limit noktalari denir.

V ile V'nin tiim limit noktalarinin birlesimine V’nin kapanisi denir ve V ile
gosterilir.

VCcYCRiginV =Y iseV yeYde yojun denir.
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Lojistik Déntigtim

Onbilgi

V icindeki yakinsak dizilerin limit noktalarina V' nin limit noktalari denir.

V ile V'nin tiim limit noktalarinin birlesimine V’nin kapanisi denir ve V ile
gosterilir.

VCcYCRiginV =Y iseV yeYde yojun denir.

@ Kapali bir kime tim limit noktalarini igerir.
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Onbilgi

V icindeki yakinsak dizilerin limit noktalarina V' nin limit noktalari denir.

V ile V'nin tiim limit noktalarinin birlesimine V’nin kapanisi denir ve V ile
gosterilir.

VCcYCRiginV =Y iseV yeYde yojun denir.

@ Kapali bir kime tim limit noktalarini igerir.
@ Bir kiimenin kapanigi kapalidir.
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Onbilgi

V icindeki yakinsak dizilerin limit noktalarina V' nin limit noktalari denir.

V ile V'nin tiim limit noktalarinin birlesimine V’nin kapanisi denir ve V ile
gosterilir.

VCcYCRiginV =Y iseV yeYde yojun denir.

@ Kapali bir kime tim limit noktalarini igerir.
@ Bir kiimenin kapanigi kapalidir.
@ V, V'de yogundur.
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Onbilgi

V icindeki yakinsak dizilerin limit noktalarina V' nin limit noktalari denir.

V ile V'nin tiim limit noktalarinin birlesimine V’nin kapanisi denir ve V ile
gosterilir.

VCcYCRiginV =Y iseV yeYde yojun denir.

@ Kapali bir kime tim limit noktalarini igerir.
@ Bir kiimenin kapanigi kapalidir.

@ V, V'de yogundur.

@ Rasyonel sayilar R'de yogundur.
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Onbilgi

V icindeki yakinsak dizilerin limit noktalarina V' nin limit noktalari denir.

V ile V'nin tiim limit noktalarinin birlesimine V’nin kapanisi denir ve V ile
gosterilir.

VCcYCRiginV =Y iseV yeYde yojun denir.

Kapali bir kiime tim limit noktalarini igerir.
Bir kimenin kapanigi kapalidir.

V, V’de yodundur.

Rasyonel sayilar R'de yogundur.

irrasyonel sayilar R'de yogundur.
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Lojistik Déntigtim

Onbilgi

V C R kidmesi bir e > 0 igin (—e, €) araliginin icinde kaliyorsa, V'ye sinirli
denir.
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Lojistik Déntigtim

Onbilgi

V C R kidmesi bir e > 0 igin (—e, €) araliginin icinde kaliyorsa, V'ye sinirli
denir.

Sinirli ve kapali bir kiimeye kompakt denir.

Ozkan Karabacak Dogrusal Olmayan Devreler, Sistemler ve Kaos



Onbilgi

V C R kidmesi bir e > 0 igin (—e, €) araliginin icinde kaliyorsa, V'ye sinirli
denir.

Sinirli ve kapali bir kiimeye kompakt denir.

@ Kompakt bir kimede her dizinin yakinsak bir altdizisi vardir.
@ Yani, V kompakt ve {x,} € Vise 3{nk} — oo dyleki {xn, } — x* € V.
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Baslangi¢ kosullarina hassas bagimlilik
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Baslangi¢ kosullarina hassas bagimlilik

@ Kelebek etkisi
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Baslangi¢ kosullarina hassas bagimlilik

@ Kelebek etkisi
@ Lorenz cekicisi
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Baslangi¢ kosullarina hassas bagimlilik

@ Kelebek etkisi
@ Lorenz cekicisi

X = oly—x)
y = x(p=2)-y
z = xy-pBz
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Devaney Tipi Kaos

Baslangi¢ kosullarina hassas bagimlilik

@ Kelebek etkisi
@ Lorenz cekicisi

x = oly—x) J\
y = x(p—2)-y |
z = xy-pz B
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Baslangi¢ kosullarina hassas bagimlilik

@ Kelebek etkisi
@ Lorenz cekicisi

x = oy-x)
y = x(p—2)-y ‘
z = xy—8z B

Tanim (Baslangi¢ kosullarina hassas bagimlilik)

f . J — J fonksiyonu igin asagidaki kosulu saglayan bir 5 > 0 bulunabiliyorsa,
f baslangi¢ kosullarina hassas bagimlidir denir:

Vx € J, agtk N> x 3y € N, n > 0 dyleki |f"(x) — f"(y)| > 4.
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Devaney Tipi Kaos
Devaney Tipi Kaos

x(k +1) = 2- x(k) da baslangi¢ kosullarina hassas bagiml, ama kaotik mi?
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Devaney Tipi Kaos
Devaney Tipi Kaos

x(k +1) = 2- x(k) da baslangi¢ kosullarina hassas bagiml, ama kaotik mi?

Tanim (Topolojik Gegislilik)

J C R olmak lzere bir f : J — J fonksiyonunu ele alalim. Her U, V C J acik

kiimeleri igin f(U) N V kosulunu saglayan bir k > 0 sayisi varsa f topolojik
gecislidir denir.
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Devaney Tipi Kaos
Devaney Tipi Kaos

x(k +1) = 2- x(k) da baslangi¢ kosullarina hassas bagiml, ama kaotik mi?

Tanim (Topolojik Gegislilik)

J C R olmak lzere bir f : J — J fonksiyonunu ele alalim. Her U, V C J acik

kiimeleri igin f(U) N V kosulunu saglayan bir k > 0 sayisi varsa f topolojik
gecislidir denir.

f’'in J de yogun bir yoriingesi varsa, f topolojik gegislidir.
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Devaney Tipi Kaos
Devaney Tipi Kaos

x(k +1) = 2- x(k) da baslangi¢ kosullarina hassas bagiml, ama kaotik mi?

Tanim (Topolojik Gegislilik)

J C R olmak lzere bir f : J — J fonksiyonunu ele alalim. Her U, V C J acik

kiimeleri igin f(U) N V kosulunu saglayan bir k > 0 sayisi varsa f topolojik
gecislidir denir.

f’'in J de yogun bir yoriingesi varsa, f topolojik gegislidir.

Asagidaki kosullari saglayan bir f : V — V fonksiyonuna kaotik denir:
@ f baslangi¢ kosullarina hassas bagimlidir.
@ f topolojik gecislidir.
@ periyodik noktalar V de yogundur.
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Devaney Tipi Kaos

Gember Uzerinde irrasyonel dénme

o(n+1)=0(n)+2rx, 6 S =[0,21), AeQ (1)
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Devaney Tipi Kaos

Gember Uzerinde irrasyonel dénme

o(n+1)=0(n)+2rx, 6 S =[0,21), AeQ (1)

(1)in her yériingesi S' de yogundur.
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Devaney Tipi Kaos

Gember Uzerinde irrasyonel dénme

o(n+1)=0(n)+2rx, 6 S =[0,21), AeQ (1)

(1)in her yériingesi S' de yogundur.

@ {0n} ayrik noktalardan olusur.
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Devaney Tipi Kaos

Gember Uzerinde irrasyonel dénme

o(n+1)=0(n)+2rx, 6 S =[0,21), AeQ (1)

(1)in her yériingesi S' de yogundur.

@ {0n} ayrik noktalardan olusur.

@ O zaman, bir limit noktasi vardir.
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Devaney Tipi Kaos

Gember Uzerinde irrasyonel dénme

o(n+1)=0(n)+2rx, 6 S =[0,21), AeQ (1)

(1)in her yériingesi S' de yogundur.

@ {0n} ayrik noktalardan olusur.

@ O zaman, bir limit noktasi vardir.
@ Here > 0 igin {0,} de S'’i en fazla e biyiikliigiinde araliklara béler.
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Devaney Tipi Kaos

Gember Uzerinde irrasyonel dénme

o(n+1)=0(n)+2rx, 6 S =[0,21), AeQ (1)

(1)in her yériingesi S' de yogundur.

@ {0n} ayrik noktalardan olusur.

@ O zaman, bir limit noktasi vardir.
@ Here > 0 igin {0,} de S'’i en fazla e biyiikliigiinde araliklara béler.

(1) sistemi topolojik gegislidir ama kaotik degildir.
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Devaney Tipi Kaos

ikiye katlama déniistimii

Rikt1)

O(n+1)=2-6(n) mod 1

Rk
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Devaney Tipi Kaos

ikiye katlama déniistimii

Rikt1)

O(n+1)=2-6(n) mod 1

Bu doniisiimiin kaotik oldugunu
gbsterelim.

Rk
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Sembolik Dinamik Sistemler

Yo ={s=(s,51,5,...)| 55=0,1}
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Sembolik Dinamik Sistemler

222{32(30,81,327...)
Zn:{S:(So,S1,Sg,...)
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Sembolik Dinamik Sistemler

o= {SZ (30,81,327...)
Y= {S: (80,81782,...)
¥ ,’'e dizi uzayi denir.
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Sembolik Dinamik Sistemler

222{32(30,81,327...) | Sj =
Zn:{S:(So,Sth,...)‘ =
¥ ,’'e dizi uzayi denir.

Yo'de d(s, t) = U, ‘s' il metrigini tanimlayalim.

0,1}
0,1,

I

,n—1}
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Sembolik Dinamik Sistemler

222{32(30,81,327...) | Sj =
Zn:{S:(So,Sth,...)‘ =
¥ ,’'e dizi uzayi denir.

Yo'de d(s, t) = U, ‘s' il metrigini tanimlayalim.

Onerme

s, t € Xpicin

0,1}
0,1,

I

,n—1}

si=t,i=0,1,....n<d(s,t) < zl

si=t,i=0,1,....,nised(s,t)=...
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Sembolik Dinamik Sistemler

222{32(30,81,327...) | Sj =
Zn:{S:(So,Sth,...)‘ =
¥ ,’'e dizi uzayi denir.

Yo'de d(s, t) = U, ‘s' il metrigini tanimlayalim.

Onerme

s, t € Xpicin

0,1}
0,1,

I

,n—1}

si=t,i=0,1,....n<d(s,t) < zl

si=t,i=0,1,....,nised(s,t)=...

si=1t, i=0,1,...,ndegilse ...
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Kaydirma Dontsimu

O:20— 2o
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Kaydirma Dontsimu

O:20— 2o

0(30,81,82...):(S1,32783,...)
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Kaydirma Do

O:20— 2o

0(30,81,82...):(S1,32783,...)

@ (0,0,0,...)ve (1,1,1,...), o'nin sabit noktalaridir.
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Kaydirma Don

O:20— 2o

0(30,81,82...):(S1,32783,...)

@ (0,0,0,...)ve (1,1,1,...), o'nin sabit noktalaridir.
e (0,1,0,1,...)ve (1,0,1,0,...), o’'min (asal) periyod-2 noktalaridir.
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Kaydirma Don

O:20— 2o

0(30,81,82...):(S1,32783,...)

@ (0,0,0,...)ve (1,1,1,...), o'nin sabit noktalaridir.
e (0,1,0,1,...)ve (1,0,1,0,...), o’'min (asal) periyod-2 noktalaridir.
@ #(Pery(o)) = periyodu 2 olan noktalarin sayisi =?
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Kaydirma Don

O:20— 2o

0(30,81,82...):(S1,32783,...)

@ (0,0,0,...)ve (1,1,1,...), o'nin sabit noktalaridir.

e (0,1,0,1,...)ve (1,0,1,0,...), o’'min (asal) periyod-2 noktalaridir.
@ #(Pery(o)) = periyodu 2 olan noktalarin sayisi =?

o #(Pers(0)) =7
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Kaydirma Don

O:20— 2o

0(30,81,82...):(S1,32783,...)

@ (0,0,0,...)ve (1,1,1,...), o'nin sabit noktalaridir.

e (0,1,0,1,...)ve (1,0,1,0,...), o’'min (asal) periyod-2 noktalaridir.
@ #(Perz(o)) = periyodu 2 olan noktalarin sayisi =?

o #(Pers(0)) =7

@ #(Perp(o)) =7
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Kaydirma Don

O:20— 2o

0(30,81,82...):(S1,32733,...)

@ (0,0,0,...)ve (1,1,1,...), o'nin sabit noktalaridir.

e (0,1,0,1,...)ve (1,0,1,0,...), o’'min (asal) periyod-2 noktalaridir.
@ #(Pery(o)) = periyodu 2 olan noktalarin sayisi =?

o #(Pers(0)) =7

@ #(Perp(o)) =7

@ Per,(o)’'nin Xy’'de yogun oldugunu gdésterelim.
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Kaydirma Don

O:20— 2o

0(30,81,82...):(S1,32733,...)

@ (0,0,0,...)ve (1,1,1,...), o'nin sabit noktalaridir.

e (0,1,0,1,...)ve (1,0,1,0,...), o’'min (asal) periyod-2 noktalaridir.
@ #(Pery(o)) = periyodu 2 olan noktalarin sayisi =?

o #(Pers(0)) =7

@ #(Perp(o)) =7

@ Per,(o)’'nin Xy’'de yogun oldugunu gdésterelim.

@ o’nin X'de yogun bir yériingesini bulalim.
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Kaydirma Dontsimu

O:20— 2o

0(30,81,82...):(S1,32733,...)

@ (0,0,0,...)ve (1,1,1,...), o'nin sabit noktalaridir.

e (0,1,0,1,...)ve (1,0,1,0,...), o’'min (asal) periyod-2 noktalaridir.
@ #(Pery(o)) = periyodu 2 olan noktalarin sayisi =?

o #(Pers(0)) =7

@ #(Perp(o)) =7

@ Per,(o)’'nin Xy’'de yogun oldugunu gdésterelim.

@ o’nin X,’de yogun bir yéringesini bulalim.

@ Baslangi¢ kosullarina hassas bagimliligi gésterelim.
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