terimler eklense davranigi yapisal olarak degisir mi? \ Hatirlatma
Bu soru neden onemli
Lemma x =g +X*+O(X?) sistemi X =g + X? sistemine orijin civarinda
topolojik olarak esdegerdir.

Topolojik Esdegerlilik:
D, = {T’ Rn’¢t}

DWZ{T’Rn"//t}

h:R" > R" h homeomorfizm

Zamanla degisimin yonini koruyarak

D ve D, topolojik esdegerdir <> 0Or5 (%) =h(0r5 (Yy))

Tanit iki agamali (1) Denge noktalarinin analizi yapiliyor

Kapali fonksiyon (Implicit Function) feoreminden yararlanilarak denge
noktalarini igeren manifoldun yerel olarak dallanma parametresini durum
degiskenine bagli olacak sekilde ifade edilebildigi gosterilip, her iki
sistem igin denge noktalarinin birbirlerine yakin oldugu gésterilir.




Teorem: (Implicit function ) Hatirlatma

f:R"™ S R™ feC”
(x,y) € R™™ 'de bir noktay: (a,b) = (a,8,,...,a,,b,b,,...,b.) ile belirtelim

= f(a,b)=ceR" fy‘(a p Mmafrisi fersinir ise @ 'yr iceren bir aik kiime

U ve D'yi iceren bir agik kilme V olmak tizere g:U —V, g€ Clvardir,

dyle kit £(x, g (N}={(x Y)|f (x,y) = HN (U xV)

(2) Homeomorfizm Y =h,(X) olusturuluyor m,mkg
' vi(et)

a>0, h (X)=X
a <0, h (X)=a(a)+b(a)x

Nasil belirlenecek?

fly.a)=0



ce\Joo

terimler eklense de topolojik esdegerligin korundugu gérildd.
X=f(X,a), xeR,aaeR

f (X, ) sisteminin ¢ = Q parametre degeri icinX =0'da denge
noktasi olsun ve bu denge noktasi civarinda A = f. (0,0) =0 olsun.

F(x,a) = £ (@) + f(@)x+ f, (@)X +O(¢) B0 Rosul neye
\ karsi geliyor?
\ Nasil yazildi?
(0)=1(0,0)=0 f(0)=f (0,0)=
S~
Nasil ?

f(X",0tq) =0 —> denge noktasi/

f (X, tg) =0 —— Hiperbolik degil \/

fxx(X ’ad) 70— Dallanma noktasinda kuadratik
terimler icermekte

fa (X ’ad) #0—— Caprazlik kosulu



Teorem X=Tf(X,ax), xXeR, aeR =
Kuznetsov'04 (84)
feC” f(00)=0,41=1(00)=0
(1) £,(00)0
(2) £,(00)+0

— * Sisteminin = f+n° +0(;°) déniistiren tersinir
koordinat ve parametre donisiumleri vardir.

Tanit * Sisteminin verilen kosullar altinda déniisiimler ile 77 = B+n° +0(77°)

ee\Jee oo ..

Hatirlatma f (X,&) = f,(a) + f(a)x+ f,(a)x® +O(X°)

N
) =1(00=0 f(0)=f,(00)=D

denge noktasi Hiperbolik degil




Koordinat-dtelemesi: F2x4+5=>X=E—0
& =%=fo(a)+ f(@)(& ~ ) + T, (a)(& ~8)° +O((£ - 5)°)
&= fo(@)+ fi(a)(& - 6) + f,(a)(£ - 5)
+0O(&° -38°5+35° -67)
&= fo(@)+ f(a)(&-6) + f,(a)(£ -6)7
+0(&7) +0(5)&” +0(5°)& +0(5”)
é; =[fo(@)+ f ()5 + f,(a)5% +O(57)]
@) —-2f,(a)o+ @ €— Bu terimin yok olmas!
-|—[f2 () +O(5)]§2 igin kosul yazilabilir.
+0(&7)
Hipotezden f (0,0)=0 = f,(0)=0
F(a,8) 2 f,(a)—2f, ()5 +O(52) =0




Teorem: (Implicit function ) Hatirlatma

f:R™ 5>RM™ feC”
(X, ¥) € R""™ 'de bir noktayr (a,b) = (a,,a,,...,a,,b,,b,,...,b.) ile belirtelim

= f(a,b)=ceR" fy‘(a p Mmafrisi fersinir ise @ 'yr iceren bir aik kiime

U ve D'yi iceren bir agik kiime V olmak tizere g:U —V, g€ C'vardir,

dyle kit £(x, g (N}={(x Y)|f (x, ) = HN (U xV)

F(a,8)2 f,(a)-2f,(a)5 + 52w (a) = ‘@
Hipotezden f, (&) 0= 0 &, (0,0)=-2 1:2 (O@

- F,(00)= 1,(0)

Hipotezden f, (&) o ” 0
Kapali fonksiyon teoreminden yerel olarak & = &(ar) fonksiyonu var ve tektir
ve 5(0) =0, F (a,d(a)) =0 f,'(0)
21,(0)

— 5(&) = a +O(a2) Nasil?



é:[fo (@) + fi(a)o + 1, (@)5° +0(57)]

1, (@)= 2f, ()5 +O(53)]& £=[f,'(0)a+0(a”)]
+[ f,(a) +O(5)]&? mm)  +[f,(0)+O(a)]é?
+0(&°) +0(£%)

Yeni bir parametre tanimlama:

é=\[ f,'(0) +0(a2)],+[f2(0) +O(a)]E% +O(£%)

A \ | 2 u#(0)=0
uE (@)= 1y Oa+a’pla) = oo oo

Hipotezden f (0,0) =0 - 2 3
¢ = p+b(u)e” +0(5)

Ters fonksiyon teoreminden o =a(u), a(0)=0_

Olcekleme: - p=p(u)é, A=l | 7=p+n*+0(7")

A



Lemma x =+ X* +O(X’) sistemi X = ¢ + X sistemine orijin civarinda
topolojik olarak esdegerdir.

Teorem x = f(X,a), XeR, aeR =
feC”, 1(00)=0,41=1(00)=0
1) f,(00)=0
(2) f (0,0)=0

= * Sistemininn = f+n° +0(n°) donistiren tersinir
koordinat ve parametre donisimleri vardir.,

‘ X=f(X,a), XeR, aeR

feC” f(0,0)=0,1=1(0,0)=0
1) f,.,(00)=0

(2) f (0,0)=0

=> * Sistemi orijin civarindarp = B+ n° sistemine topolojik
olarak esdegerdir.




i = . : |
Bir parametreye bagli yerel dallanmalar igin basit kosullar Hatirlatma

(94
q
e .
Dallanmanin egbo
Diglm-Eyer Hopf
fatlanmo Andronov-Hopf
Limit nokta P

Y.A. Kuznetsov, "Elements of Applied Bifurcation Theory”, Springer, 2004.



Hopf Dallanmasi

v 2 2 ZEX +IX
Xl_axl_xz_xl(X1+X2) %

X=f(x,a) XeR’, aeR=> . 2 U2 =
Xo =Xy 0%y =Xy (X[ +X3) 72 pel

X

@:}J/ @ x N V| A IIIIIIII

Y.A. Kuznetsov, "Elements of Applied Bifurcation Theory”, Springer, 2004.



Teorem Hopf Dallanmasi

x=f(x,a), xeR? aeR, =

feC” yeterince kugik tim (_Z‘ 'lar icin X=0'da £(0) =0, @(0) =@, >0
ozdegerleri 4, ,(a) = p(a) Zlw(ax) olan denge noktasi olsun.

(l |1 birinci Lyapunov katsayisi

(2) 1'(0) =0

D*SisTeminii_yl_:{,B _} Y1 +(y2+y2) Y1
dr Y, 1 BV, ' : Y,

dénigturen tersinir koordinat, parametre ve zamani dlgekleyen
dontsumler vardir.
Lemma

+O(HyH4) . %

- 2 | 2
X =0 — X, =X (X +X%;) sistemi orijin civarinda (**) sistemine topolojik

i olarak esdegerdir.
X, = X, + X, — X, (X2 + X2) 3deg

http://www.scholarpedia.org/article/Andronov-Hopf_bifurcation



Bazi diger yerel dallanmalar igin kosullar
x=f(X,a), xeR, aeR"
U¢ Dallanmasi:  x~ denge noktasinin ¢, parametre degerinde bir

u¢ dallanma noktasi o?masu icin saglamasi gereken
kosullar asagidakilerdir:

f(X,ag)=0 —> denge noktasi

f(X,4)=0 — Hiperbolik degil

fXX(X 105d) =0, fxxx(x ’ad) #0 —— Dallanma noktasinda kuadratik
terimler icermemekte ancak kiibik
terimler icermekte

B, aq)=a f,(,aq)=f —> Caprazhk kosulu

ile tanimlanan & ve f lineer bagimsiz

Uc Dallanmasi icin onornek:

X=a+ X+ px°

F.C.Hoppensteadt, E.M. Izhikevich, "Weakly Connected Neural networks", Springer, 1997.



x=f(X,a), xeR, aeR"

Diren Dallanmasi: x~ =0 denge noktasinin &y parametre degerinde bir
u¢ dallanma noktasi olmasi igin saglamasi gereken
kosullar asagidakilerdir:

f (X*, ay) =0 —> denge nokfasi

f(X,4)=0 — Hiperbolik degil

fxxx(x 105d) #0 —— Dallanma noktasinda kuadratik
terimler icermemekte ancak kiibik
terimler icermekte

fXa (X', aq)#0 —> Caprazlik kosulu

Diren Dallanmasi icin onornek:

X=X+ P



Ayrik zamanda bir parametreye bagl yerel dallanmalar igin basit kosullar

Ar AR

"\ A

X— f(X,a), xeR, aeR

Katlanma Dallanmas: : Cevirme Dallanmas: :
X — a4+ X+ X° X — —(L+a)x+x°
S lx) I _
o) =
0 2L - *
X H «'L X 1.8 X ,.-l..‘l X
g RAE R ) S ——
w= -I1 X"
o< a=0 i< () =10 =0

Y.A. Kuznetsov, "Elements of Applied Bifurcation Theory”, Springer, 2004,



Teorem X—> f(X,a), XeR, aeR =
Kuznetsov'O4 (123)
feC” f(00)=0, u=1(0,0)=1
(1) £,(00)=0
(2) f(00)=0
— * Sisteminin — B+n+n°+0(n°) donistiren tersinir

koordinat ve parametre donisimleri vardir.

Teorem X—> f(X,a), XeR, aeR =
Kuznetsov'04 (127)
feC” f(00)=0, u=1(00)=-1

1 ;1
(1) E(fxx(O,O)) +§fxxx(010)¢0

(2) 1,,(00)=0

—> * Sistemini n = —(L+ B)n+n° +0(n*) donistiiren
tersinir koordinat ve parametre danugiumleri vardir.



Hiperbolik olmazsa ne yapabiliriz?

x=f(x), xeR"

X~ hiperbolik olmayan denge noktasi olsun

f. (X )'in 6zdegerlerinden reel lelmlar'l sol kompleks diizlemde
olanlara iliskin 6zvektorlerin Vi, Vs,...,V,, olusturdugu genellestirilmis
ozuzay T° = Spangll,vz, } kar'arll altuzay”,

f. (X" )'in 6zdegerlerinden reel kisimlart sag kompleks diizlemde
olanlara iligkin 6zvektaorlerin Vs 1:V2,---1 Yy olugturdugu genellestirilmis

ozuzay T" = span{vn_ 1)V, } ‘kararsiz altuzay”,

f. (X)'in 6zdegerlerinden reel kisimlari sifir olanlara iligkin
ozvektorlerin Vy 11,Vp,..,Vy olugturdugu genellestirilmis 6zuzay

C _ " " -
T —Span{Vn++1,V2,---,VnO merkez altuzay” ise

n s u c e Neyi temsil ediyor?
R =T"®@&T"®T R'=T"®T®



x=f(x), xeR" x— f(x), xeR" x
Teorem 11: (Merkez Manifold )
H:T°>T", H0)=0, H,(0)=0
R" ‘de X=0"in bir komsulugu U olsun,

M = {X+ H (X)‘X ETC} manifoldu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa
"merkez manifold“dur

(degismezlik) M, U 'nun komsulugunda * veya x igin yerel olarak
degismez kiimedir.

(cekicilik) T ={0} ise M yerel olarak cekici bir kiimedir. (g

Vy

P

Y.A. Kuznetsov, "Elements of Applied BifurcaTiIS‘nUTheory , Springer, 2004, wy



Kaos'a varmanin yollar:

Nasil?
> Kaos

Dizen

Umulmadik yapisal degisiklikler ile
¥~ Bu nasil olusabilir?

Ardigil bir dizi dallanma ile, peryod katlanmasina yol agan
dallanmalar ile durum uzayindaki davranis degismeye baslayip

durum uzayinda kalici ¢ozim tuhaf gekiciye donisebilir.

Bir ornek: Lorenz Sistemi

x=o(y—Xx)
y=X(p—-12)-YV Hangi dallanma?
* 2= Xy~ f *“/
x =0, Denge noktalari  * =+JA(p-0).
y'=0, VpeR < Y =2 JB(p-D, p>1
Z*:p—l,

7 =0,



Lineerlestirelim: x" =0,y =0,z =0,

Ozdegerler

X = oYy — OX Ne zaman kararli, ne zaman kararsiz ?
| —

y=px=y & 1 ] /

L =—f Ay = —§(0+1)i§\/(0+1)2 +4o(p-1)

Lineerlestirelim: X = +/B8(p-1),y =+J/B(p-1),7 =p-1

X = oy — oX
y=X-yFB(p-1)z
1=%yB(p-1) (x+Y)- B

Ozdegerler B +(o+ B+D)2 + B(o+ p)A+2Lc(p—-1)=0



L+(c+B+D)F + Lo+ p)A+2L0(p-1)=0
Denge noktalarinin var olmasti igin p >1 olmali — (1) >0,VA >0

unstable
limit cycle

- -
.-----_
- -
-

| origin | stable fixed points C*. C |

I transient chaos | strange attractor
L=
|

http://www.cg.tuwien.ac.at/~fischel/Lorenz97/raleigh.html



p=06

http://www.cg.tuwien.ac.at/~fischel/Lorenz97/raleigh.html
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