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Bu bolumde akiskan hareketine ait temel diferansiyel denklemler
turetilecek ve bazi basit akiglar icin bu denklemlerin nasil ¢cozulecegi
goOsterilecektir. Sekilde gosterilen hortum tarafindan olusturulan hava
akisi gibi karmasik akislarin analitik cozumleri yoktur.



Ogrenim Amaclari

« Kutlenin ve momentumun korunumuna ait
diferansiyel denklemlerin nasil turetildigini ve
kullanildigini kavrayabilmelidir

« Akim fonksiyonunu ve basing alanini
hesaplayabilmeli ve verilen bir hiz alani igin akim
cizgilerini cizebilmelidir

- Basit akis alanlari icin hareket denklemlerinin analitik
cozumlerini yapabilmelidir



o—1 m GIRIS

Kontrol hacmi teknigi, kontrol hacmine giren
ve kontrol hacminden cikan kutlesel debiler
veya cisimler Uzerine uygulanan kuvvetler gibi
bir akisin genel ozellikleriyle ilgilendigimizde

yararlidir.

Diferansiyel analiz, akiskan hareketinin
diferansiyel denklemlerinin akis bolgesi olarak
adlandirilan bir bolge boyunca akis alanindaki
her bir noktaya uygulanmasini gerektirir.
Degiskenlerin sinir sartlari da, girisleri, cikislari
ve kati ceperleri de icine alacak sekilde akis
bélgesinin tim sinirlarinda belirtiimelidir.

Eger akis daimi degilse, akis alani zamanla
degistigi icin zaman boyunca ¢6zumu ilerletmek

gereklidir.

(a) Kontrol hacmi analizinde kontrol
hacminin ici bir “kara kutu” gibi ele
alinir, ancak (b) diferansiyel analizde
akisin tum detaylari akis bolgesindeki

her noktada ¢ozullir.

Kontrol hacmi

/

/ Cikan akis
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Cikan akis




9—2 m KUTLENIN KORUNUMU - SUREKLILIK

DENKLEMI

Bir KH icin kiitlenin korunumu:

g .
{,—P dV +

Jky Ot

0=

pV-ii dA

JRY

Kontrol hacmi icerisindeki kutlenin birim
zamandaki net degisimi, kontrol hacmine
giren ve kontrol hacminden c¢ikan kutlesel
debilerin farkina esittir.

Bir diferansiyel korunum
denklemi turetilirken kontrol
hacmi, sonsuz kucuk bir
hacim olarak dusunulur.
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Diverjans Teoremini Kullanarak Turetme

Kutlenin korunumunun diferansiyel bigimini tiretmenin en hizl ve anlasilmasi en kolay
yolu diverjans teoremini uygulamaktir. (Gauss teoremi).

— —

V-GdV = % G-11 dA
JA

Diverjans teoremi:

Jv
do R

0= — dV + V-(pV) dV

Jxn 01 JKH
[ |:ri'rl — ( —%):|

+ V- pV]|dV=0

Jov ol

. . op
Siireklilik denklemi: m + V- (pV) = 0

ol

Sikistirllamaz akig kabulu yapmadigimiz icin sureklilik
denkleminin sikistirilabilir akis icin gecerli oldugu genel bir
halidir ve akis alanindaki her noktada gecerlidir.



Sonsuz Kucguk Kontrol Hacmi

|
|
r] &
') Kullanarak Turetme
I
| ) " dy Kutu merkezinden uzak noktalar icin kutu
’ P > 0 merkezi (P noktasi) civarindaki Taylor serisi
we actlimini kullanalim.
ﬂ,’f P 7 B d(pu) dx 1 Ppu) [dx)?
y = (pf"‘)sag yiiz merkezi pu + e ? + E t;h,g 2 +
dx
d(put) dx
/]_' X Sag viiziin merkezi: (PW s yiziin merkezi = PU T (i 5
aEr , d(put) dx
Kartezyen koordinatlarda  Sol yiiziin merkezi: (PU) go1 yitzin merkezi = PU — f T
kutlenin korunumuna ait ,“

: . iy 3 d(pw) dz
d__!f_erf_inS'y_el denk_lem'n_ On yiiziin merkezi: (PW)sn yitziin merkezi — PW T p .
tiretimesinde merkezi P dz 2
noktasi olan kigUk bir kutu o (ow _ dlpw) dg
seklindeki kontrol hacmi rica yizin merezt: PW)asa yizin merkeri = PW T 5
kullanilir. Kirmizi noktalar I(pv) dy
her bir yliziin merkezini Ust yiiziin merkezi: (PV)ist yizin merkeri = PV + — 07—
gostermektedir. ,J('U) ;

C (i
Alt yiiziin merkezi: (PV)att yiziin merkezi = PV — Py

dy 2



A = ylizey alam y n| iy
(pff 4+ lpv) Cy dx dz
V, = ortalama dik _ dy 2
hiz bileseni .

< 1 (pw 8(2311) dﬁ) dx dy
age &
! 4

' |
| "'
X d(put) d. : l.' dy
,/ dpuydx | | - - .
_ (pu — 2—) dv dz >0 : > dpu) d—‘{) dy dz
|

ox pu +

Bir yuzeyden gegen debi " = | -
,OV' A’ya esittir. : | ( E)(pw]d'”)f " o g dz

(pb' - 8(_30:}) %}‘)a’.\' dz
dy

| e e : Diferansiyel kontrol hacminin her
KH icindeki kiitlenin degisim hiz: bir yizinden kutle girisi ve cikisi.
Kirmizi noktalar her bir yuzin

J % dV = % dx dy dz | merkezini gostermektedir.
- ot . .

dx 2

KH’vye giren net kiitlesel debi:

( ik (pv) dy o Iz
E m = (pn - ',(;”) {;)rh dz + (pff e i ) %) dx dz + (pu' - ?l) {2 ) dx dy
v dz

oiris

o ) e - 8
— A —

sol yiiz alt yiiz arka yiiz




KH'den ¢tkan net kiitlesel debi:

(pu) d. (pv) dy w) dz
Zm—(pu F; E;)(h dz —|—(p1+ Ph‘ 2)dxd;;—|— (pw—i— (g_} z)dxd’»

cikan = U
a.:ﬂil Lim n::;z
( d(put) d(pv d(pw
,—Pch' dyd; = — p dx dy dz — opv) x dy dz — L )dx dy dz
ot | olx | dy 0z ]

Kartezven koordinatlarda siireklilik denklemi:

J d(pu) o e‘-'} d(pw
e dew) op (pw)
ot ox dy 0z

=0

Diverjans fglemi

Kartezyen koordinatlar:

— — _3 i i
V-(pV) =5 (o) + 3y P 3™

Silindirik koordinatiar: st
Kartezyen ve silindirik

V-(pV) = koordinatlarda
1 afrpﬂ) 1 3(pu,) a(l’"z) diverjans iglemi
r or r 20




ORNEK 9-1 Hava-Yakit Karisiminin Sikistiriimasi

Icten yanmali bir motorun silindirinde hava-yakit karisimi bir piston ile g
sikistinimaktadir (Sekil 9-7). y-koordinatinin baslangici sekilde gosterildigi m
gibi silindirin tavaninda ve yonu asagi dogrudur. Pistonun yukariya dogru
sabit bir V, hiziyla ciktigi varsayiimaktadir. Silindirin tavani ile piston kafasi
arasindaki L mesafesi L = L_; — Vpt iliskisi uyarinca zamanla azalmakta olup
burada L., Sekil 9-7'de gosterildigi gibi £ = 0 aninda piston alt 6l0 nokta-
dayken pistonun konumunu gostermektedir. £ = O aninda hava-yakit karisi-
minin yogunlugunun silindir icerisinde her yerde ayni ve p(0) oldugu bilindi-
gine gore, pistonun yukari ¢ikisi sirasinda hava-yakit karisiminin yogunlugunu
Zamanin ve verilen parametrelerin fonksiyonu olarak elde ediniz.

Silindir
L(1) Y
v .
o) * Piston
alt t am Icten yanmali bir
l_ motorun silindirinde yakit
t=0ant " ye havanin
A pistonla sikistirilmasi
VP
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Analiz Oncelikle v hiz bileseni icin y ve fye bagh bir ifade kurmamiz gere-
kir. Acikca gortlmektedir ki y = O'da (silindir tavaninda) v = O ve y = L'de
V =—Vg'dir. Basitlik icin ¢'nin bu iki sinir sarti arasinda lineer olarak degis-
tigini varsayalim:
V

Diisey hiz bileseni: v=—-V, E (1)
Burada L, zamanin bir fonksiyonudur. Kartezyen koordinatlardaki sikistirilabilir
sdreklilik denklemi (Denklem 9-8) bu problemin ¢dzimu icin uygundur.

) ) (pv ) ) 0 (pr
f'P_Fc(p}l}_Ff(P)_Ff(ny/):{_} . {P—|—{(_P)=

. 0
a {5(1’ _ dy ;’ﬂ, _ ot dy
O,u=10 0, w=10
oldugundan oldugundan

Kabul 1 dikkate alindiginda, yogunluk y'nin fonksiyonu olmadigindan tlrevin
disina alinabilir. v yerine Denklem 1 ve L yerine de verilen ifade yazilip,
tarev alinir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

a  Pao P\ L) PL PL — v

elde edilir. Yine Kabul 1'den dp/at terimi dp/dt terimi ile yer degistirilir.
Bdylece degiskenleri taraf tarafa ayirarak integrali alinabilecek bir ifade elde
ederiz:

B d B |4 L
J & _ J r N Ty S (3 U
p=p(0) P =0 Ly — Vpl p(0) L




Buradan p icin istenen ifade zamanin bir fonksiyonu olarak bulunur:

= ':'U) Li]lt @)
g 7 Lalt - VP"
Boyutsuz gésterimi ile Denklem 4
P ] ) 1
— = * = 5
p0) 1 — VL, P =1 ©)

seklinde tekrar duzenlenebilir. Burada p* = p/p(0) ve t* = Vpt/L,,'dir. Denk-
lem 5 Sekil 9-8'de cizilmistir.

irdeleme t* = 1'de piston silindir tavanina carpar ve p sonsuza gider. Gercek
bir icten yanmali motorda piston, silindir tavanina ulasmadan énce durarak 6/
hacim olarak bilinen ve genellikle maksimum silindir hacminin %4-12'sine
karsilik gelen bir hacim olusturur. Silindir hacmi icerisinde yogunlugun dni-
form kabul edilmesi, bu basitlestirilmis analizin en zayif halkasidir. Gergcekte
p hem konumun hem de zamanin fonksiyonu olarak degisebilir.

5
4
p*3
Ornek 9-1 icin
boyutsuz )
yogunlugun
boyutsuz zaman
ile degisimi :

0

0.2 04 0.6 0.8
lfrj':

1



Sureklilik Denkleminin

|
Alternatif Bicimi |
|
ap — —s Up — — — — zii ;H}__ %
— +V(@V)=—+VVp + pVV=0 - \
dt J“‘ p | . b1
p‘nun._n.\tﬁd_duﬁﬂ-] ) y
Siireklilik denkleminin alternatif bigimi |
OUTERLLLT CRKIEMININ d rﬁ.?ﬂﬂnf wrmi. Akim giZ.giSl
1 Dp —— ,
L 4+ VV=0
p Dt

Bir maddesel eleman akis

alaninda hareket ederken

yogunlugu Denklem 9-10

~uyarinca degisir.

Denklem 9-10, akis alan1_boyunca bir akigkan elemanim izlerken (buna
maddesel eleman denir) V-V degeri degistiinde, bu akigkan elemanimin
yogunlugunun degistigini gostermektedir (Sekil 9-9). Diger yandan eleman
- hareket ettikce maddesel elemanin yogunlugundaki degisimler V-V deki hiz |
gradyenleri yaninda ihmal edilebilecek kadar kiiciik kaliyorsa, bu durumda =
p~'Dp/Dt = O dir ve akis sikistirilamaz olarak dtistintiliir. =



2 6"=l::-za:n_1l
X
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"

X =rcosf
iireklilik denklem
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a

Ontistim

d
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Siireklilik Denkleminin Ozel Durumlari

Ozel durum 1: Daimi Sikistirilabilir Akis

Daimi siireklilik denklemi: V-(pV) =0

Bu denklem kartezyen koordinatlarda,

N pu N pr N pw
0‘(P ) N ;(P ) N f(,f:m} 0
ax dy dz
silindirik koordinatlarda ise,
1 Arpu, A pu d(put.)
1 d(P ) L LA 0) L o
roor rooodo dz




Sthastirtlamaz siireklilik denklemi: Vv=20 (")ZGI Durum 2:

Kartezyen koordinatlarda stkistirilamaz siireklilik denklemi : S|k|§t|"|amaz
ot v ow Ak|§

. T —=0
dx oy ()

Stlindirik koordinatlarda sikistirilamaz siireklilik denklemi :

| d(ru,) | Auy) — Kwy)
— +——+

roor roae 0z

=0

Gozlemci

Bir patlamadan sonra

‘o \ dalgasi ;
\\k\\\\\& . olusan etki, sok
N

dalgasi gozlemciye
ulasincaya kadar
hissedilemez.

@
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ORNEK 9-2 Sikistirilabilir Akis Icin Yakinsak Kanal Tasarimi

Yuksek hizli bir rizgar taneli icin iki-boyutlu yakinsak bir kanal tasarlanmak
isteniyor. Kanalin taban yilizeyi diz ve yatay, (st ylzeyi ise eksenel u riiz-
gar hizini (1) kesitinde u, = 100 m/s'den (2) kesitinde u, = 300 m/s'ye

(Sekil 9-12) lineer olarak arttiracak sekilde egrisel bir bicimde yapilacaktir.
Bu arada (1) kesitindeki p, = 1.2 kg/m? olan hava yogunlugu (2) kesitin-
deki p, = 0.85 kg/m® degerine kadar yaklasik olarak lineer sekilde azala-
caktir. Yakinsak kanal 2 m boyunda ve (1) kesitinde 2 m ylksekligindedir.
(a) Kanaldaki hizin y-bileseni v(x, y)'yi bulunuz. (b) Kanalin yaklasik seklini
ciziniz. Surtinmeleri ihmal ediniz. (¢) Kanal cikisindaki (2) kesitinde kanal
yiksekligi ne olmalidir?

» Ax=20m -

"l-.-‘_

YUksek hizh bir rizgar T-..L . N
tuneli icin tasarlanmis y . |
yakinsak kanal (¢izim _; S : :

- Olcekli degildir) (1) (2)

17



Gzellikler Akl_g.kan oda sicakligindaki (25 °C) havadir. Ses hizi yaklasik 346

m/s oldugundan akis sesalti ancak sikistirilabilir bir akistir.
Analiz (&) u ve p icin x’e gére lineer degisim ifadelerini yazalim:

uy — uy (300 — 100) m/s
u=u +C,xx burada C,6 = =

= 100 s! 1
u Ax 20m R

Ve

y — 0.85 — 1.2) kg/m’
p=p +C,xx burada C _ B p.:( ) ke (2)

5 Ax 20 m
= —0.175 kg/m*

Verilen iki-boyutlu sikistirilabilir akis icin daimi akista streklilik denklemi
(Denklem 9-14) asagidaki hale indirgenir:

Xow  Aen) ) Hon) o @
dx ay foz_ %Y dx

Denklem 1 ve 2, Denklem 3’te yerine yazilir ve C, ve Cp'nin sabit oldugu
dikkate alinirsa,

dpv)  Ollp + C,0w, + C)]
a i

-

= —(p,C, + uC) —2C,Cx

elde edilir. Bu ifade y'ye gore integre edilirse asagidaki sonuca varilir:

pv = —(p,C, + u,C)y — 2C,C,xy + f(x) (4)

18



Bu bir kismi integral islemi oldugundan, elde edilen ifadeye basit bir integ-
ral sabiti yerine x'e bagl rastgele bir fonksiyonun eklendigine dikkat edi-
niz. Simdi sinir sartlarini uygulayalim. Kanalin taban ytzeyinin diz ve yatay
oldugu bilindigine gbre v bileseni, herhangi bir x degeri icin y = Q'da sifir
degerini almalidir. Bu ise sadece filx) = O oldugunda mumkundar. Bodylece
Denklem 4’ten v’yi cekersek

—(p,C, +1,C )y — 2C,C xy —(p,C, + u,C,)y —2C,C, xy

v = — U= - L
P p+ Cx

(9)
elde edilir.
(b) Denklem 1 ve 5'i kullanarak, Bélim 4'te tarif edilen teknikle x = O ile
x = 2.0 m arasinda Sekil 9-13'de gosterilen birka¢ akim c¢izgisi ¢izilmistir.

x = 0ve y = 2.0 m'den baslayan akim ¢izgisi, kanalin sahip olmasi gereken
tavan seklini yaklasik olarak vermektedir.

(c) (2) kesitinde en ustteki akim cizgisi x = 2.0 m'de y = 0.941 m’den
gecer. Buna gore (2) kesitindeki kanal ytksekligi 0.941 m'dir.

Ornek 9-2'deki
yakinsak kanala ait
akim gizgileri

T

Ust ceper

4

0

0.5 1
x

T

Alt ceper

2



ORNEK 9-3 Iki-boyutlu Daimi Olmayan Akisin Sikistirilamaz
Olusu

Ornek 4- 5teV = (u, v) = (0.5 + 08x}f + [1.5 + 2.5 sin (wf) — 08}*];,
ile verilen daimi olmayan, iki-boyutlu hiz alanini gdéz 6ntne aliniz. Burada
w = 2 rad/s (1 HZ'lik fiziksel frekans) olarak acisal frekanstir. Bu akis ala-
ninin sikistirtlamaz olarak ele alinabilecegini gosteriniz.

COZUM Verilen bir hiz alaninin sikistirilamaz oldugu gésterilecektir.
Kabuller 1 Akis iki-boyutludur, hizin z-bileseni yoktur ve u ve v, z ile degis-
memektedir.

Analiz x- ve y- yonindeki hiz bilesenleri sirasiyla,

u=05+08x ve v =15+ 2.5sin (wt) — 0.8y

olarak verilmistir. Eger akis sikistirilamaz ise Denklem 9-16 saglanmalidir.
Daha acik bir ifadeyle kartezyen koordinatlardaki Denklem 9-17 saglanmali-
dir. Kontrol edelim:

LY

dx dy /ﬁ’
'—\I.—' ey et
08 —0.8 n’ﬂ B
oldufundan
Buna gore sikistirilamaz sireklilik denklemi herhangi bir anda saglanmakta-
dir ve bu akis alani sikistirilamaz olarak diistiniilebilir.
irdeleme v ifadesinde daimi olmayan bir terim bulunmasina ragmen bu teri-

min y’ye gore tirevi sn‘lrdlr ve SUI’Ek|I|Ik denklemine bir etk|5| olmaz.

— 08 —-08=0
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: ORNEK 94 Eksik Hiz Bileseninin Bulunmasi

: Daimi, sikistirllamaz ve tc-boyutlu bir akis alani icin iki hiz bileseni bilin-
mektedir: v = ax? + by? + cz2ve w = axz + byz?. Burada a, b ve c sabit-
tir. y hiz bileseni (v) ise bilinmemektedir (Sekil 9-14 ). v ifadesini x, y ve
Z'nin fonksiyonu olarak bulunuz.

Analiz Akis daimi ve sikistirlamaz oldugundan ve kartezyen koordinatlari
kullandigimizdan akis alanina Denklem 9-17 uygulanabilir:

Stkastirtlamazlik kosulu:

ov 0 ow v

- = —_—“ — —1 — = —3ax — Zbl-‘;'

d}..- dy oz . v .
::1—‘ {LITE_F}"{'

Simdi de bu ifadeyi y'ye gore integre edelim. Bir bir kismi integal islemi
oldugundan, elde edilen ifadeye basit bir integral sabiti yerine, en genel
halde x ve Z'ye bagh keyfi bir fonksiyonun eklenmesi gerekir. Sonuc olarak

ifade asagidaki gibi olacaktir: 3 & &
S Satilik: Need a
oziim: v = —3axy — by*z + f(x,z :
¢ ) ) Jx,2) 6 aylik bilgisayar to Lewi:
600 TL (pazarlikl) This Fric
8 Tel: 555 24 69 ) o

3 g

Kayip:

Sureklilik denklemi bir

v hiz bileseni

hiz alanindaki eksik aran1yor
hiz bilesenini bulmak 20-800
SUR-EKLI

icin kullanilabilir.



ORNEK 9-5  iki-boyutlu Sikistirllamaz Vorteks AKisl

Silindirik koordinatlarda géz 6ntne alinan iki-boyutlu sikistirilamaz bir akista
tegetsel hiz bileseni u, = K/r olup K bir sabittir. Bu bir cesit vorteks akisini
temsil etmektedir. Diger hiz bileseni v, i¢in bir ifade elde ediniz.

Analiz Verilen iki-boyutlu durum icin sikistirilamaz sdreklilik denklemi
(Denklem 9-18),

1 oru) 1 0uy O a(ru,) duty
=t o+ = — = T o
rooor r dé /i: ‘dr do

0 (2-B)

(1)

halini alir. Verilen tegetsel hiz bileseni (ug), 8'nin fonksiyonu olmadigindan
Denklem 1

N ru
) _
ar

— ru, = f(0,1) (2)

olur. Burada r'ye gore kismi bir integral sdz konusu oldugundan, elde edilen
ifadeye basit bir integrasyon sabiti yerine 6 ve f'ye bagl keyfi bir fonksiyon
eklenmistir. Buradan u, cekilirse asagidaki ifade elde edilir:

0,1t
u =L : ) {3)

Dolayisiyla Denklem 3 biciminde verilen herhangi bir radyal hiz bileseni,
streklilik denklemini saglayan iki-boyutlu, sikistirilamaz bir hiz alanini verir.
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Simdi bazi 6zel durumlari inceleyelim. En basit durumda f(6,f) = O
(u, = 0, up = K/n olur. Bu ise Bdlum 4'te aciklanan ve Sekil 9-15a'da
gosterilen cizgisel vorteks durumudur. Diger bir basit durum ise, C bir sabit
olmak lzere f(6,1) = C olmasidir. Bu ise biyukluglu I1/r olarak azalan bir
radyal hiz sonucunu verir. Negatif C degeri icin ise akiskan parcaciklarinin
sadece merkez etrafinda dénmedi8i ayni zamanda merkezdeki bir kuyu (z-ek-
seni boyunca bir c¢izgisel kuyu) tarafindan emildigi spiral seklinde cizgisel bir
vorteks/kuyu akisl s6z konusudur. Bu durum Sekil 9-15b'de gosterilmigtir.

Irdeleme f(#, 1) yerine baska fonksiyonlar alinarak daha karmasik akislar
elde edilebilir. Herhangi bir f(#, f) fonksiyonu icin akis, éngorilen bir anda
iki-boyutlu sikistirilamaz sureklilik denklemini saglar.

HEIL

RN | J

U, = — A

(a) (b)

(a) Cizgisel vorteks akisi ve (b) spiral sekilli gizgisel vorteks/kuyu o3
akisina ait akim cizgilerii ve hiz profilleri



ORNEK 9-6 Siireklilik Denklemiyle Hacimsel Sekil Degistirme
Hizinin Karsilastiriimasi

Bolum 4'te tanimlanan hacimsel sekil degistirme hizin1 animsayiniz. Bu
ifade kartezyen koordinatlarda asagidaki bicimde ifade edilir:
I DV du v dw
——— =g, te€ t+§E, ="+ _—+— (1)
V' Dt - . = dx oy dz

Hacimsel sekil degistirme hizinin sikistirilamaz akis icin sifir oldugunu goéste-
riniz. Ayrica sikistirllamaz ve sikistirilabilir akislar icin hacimsel sekil degis-
tirme hizinin fiziksel anlamini tartisiniz.

COZUM Hacimsel sekil degistirme hizinin sikistirilamaz akista sifir
oldugunu gosterecegiz. Ayrica sikistirilamaz ve sikistirilabilir akislar icin fizik-
sel anlamini irdeleyecegiz.

Analiz  Akis sikistirillamaz oldugundan Denklem 9-16 gecerlidir. Burada bu
denklemin kartezyen koordinatlar icin verilen bicimi olan Denklem 9-17 kul-
lanilacaktir. Denklem 9-17 ile Denklem 1 karsilastirilirsa,

| DY 0  (sikistinl kis)
— = sikistinlamaz akis
U Df 51 l‘_;: 11 Masd l';-
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olmasi gerektigi gorulir. Bu sonuca gore sikistirilamaz bir akis alaninda hacim-
sel sekil degistirme hizi sifirdir. Gercekten de sikistirllamazlik DV/IDt = O ola-
rak tanimlanabilir. Fiziksel olarak bir akiskan elemanini izlerken bu elemanin
bazi Kisimlarl uzayabilir, bazi kKisimlarl kisalabilir, dteleme hareketi yapabilir,
sekli bozulabilir ve dénebilir; ancak akis alanindaki tim yoériingesi boyunca
hacmi sabit kalir (Sekil 9-16a). Sikistirilamaz olmasi sartiyla, akis daimi olsun
ya da olmasin bu durum gecerlidir. Eger akis s‘|k|§t|rllabi|ir olsaydi hacimsel
sekil degistirme hizi sifir olmazdi. Bu durum, akiskan elemanlari akis alaninda
hareket ederken hacimlerinin biyulyebildigini (genisledigini) veya kiicilebildi-
gini gosterir (Sekil 9-16b). Bunu gostermek amaciyla sikistirilabilir akis icin
streklilik denkleminin alternatif bir bicimi olan Denklem 9-10'u dikkate ala-
lim. Tanim olarak p = m/V olup m akiskan elemaninin kitlesidir. Akis ile
hareket eden bir akiskan elemani olarak tanimlanan maddesel bir eleman icin
m sabit olmalidir. Denklem 9-10’a bazi cebirsel islemler uygulanirsa

1 Dp V D(m/V) V m DV 1 DV —— 1DV =
—— = — =————=———=-VV - ——=VV
p Dt m Dt m /= Dt V Dt V Dt
ifadesi elde edilir.
Hacim = V, =V, Zaman =1,
Zaman = 1, !
|
l ]
|
ST :
e Hacim = V,
Zaman =1,
| Zaman = 1,
i -
[ \
|
e \Hacjm: V, Hacim = V,

(a) (b)

irdeleme f (u, t) yerine
baska fonksiyonlar alinarak
daha karmasik akiglar elde
edilebilir. Herhangi bir f (u, t)
fonksiyonu icin akisg,
ongorulen bir anda
iki-boyutlu sikistirilamaz
sureklilik denklemini saglar.

(a) Sikistirllamaz bir akis
alaninda akiskan
elemanlari otelenebilir,
donebilir ve sekil
degistirebilir fakat
hacimleri degismez;

(b) sikistirilabilir bir akis
alaninda ise akigkan
elemanlari otelenirken,
donerken ve sekil
degistirirken hacimleri
degisebilir.



ORNEK 9-7  Sikistirtlamaz Akis icin Gerekli Kosullar

V=(u, v, w) = alx?y + yE]? + bxy2f] + cxKk denklemiyle verilen daimi bir
hiz alanini dikkate alalim. Burada a, b ve c sabittir. Hangi kosullar altinda
bu akis alani sikistirilamaz olur?

QﬁZUM Sikistinlamazlik kosulunu saglayan a, b ve c sabitleri arasindaki
iliskiyi belirleyecegiz.

Kabuller 1 Akis daimidir. 2 Belirlenecek kisitlara gore akis sikistirilamazdir.
Analiz Denklem 9-17"yi verilen hiz alanina uygulayalim:

ot v fhf
— + T T
ax ay c’f:

=0 —  2axy + 2bxy =0

2axy 2bxy 0

Sonug olarak sikistirilamazhk kosulunu saglamak icin a ve b buyukluk olarak
esit ancak zit isaretli olmalidir.

Sikistirtlamazlik kosulu : a=—-b

Irdeleme Eger a = —b olmasaydi, bu yine gecerli bir akis alani olabilirdi.
Ancak bu durumda yogunluk akis alaninda konuma bagl olarak degisecekti.

Diger bir deyisle akis sikistirilabilir olurdu ve Denklem 9-17 yerine Denklem
9-14’un saglanmasi gerekirdi.
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9-3 m AKIM FONKSIYONU

Kartezyen Koordinatlarda Akim Fonksiyonu

du 4+ v 0 Akim Fonksiyvonu
dx  dy e 2-B.sikistirllamaz akis, kartezyen
= koordinatlar:
Sikistirllamaz, iki-boyutlu akim
- : _ J s J s
fonkssiyonu Kartezyen koordinatlarda: u= 5o ve v=-o
g — iri and )= _ir’ Akim e 2-B, sikistirllamaz akis, silindirik
Jy e gv  fonksiyonu w koordinatlar:
Ldifs J
o (N, o ( e\ _ v ¥ e L
dx \ dy ady ax)  ox ay  dy dx B ® FEksenel simetrik, sikigtirilamaz akig
' silindirik koordinatlar:
[ =_lr?i'_l.l!f ve 1 =l(;]_*’b
™~ réz ST rdr
FHE T NI §E e 2-B,sikistirilabilir akis, kartezyen
GO0z onune alinan akis tipine ve : _ -
; . . 5 koordinatlar:
Kullanilan koordinat sistemine bagli _ _
olarak akim fonksiyonunun farkli Y, Yy,

pu = —= Ve pv=-—

tanimlamalari vardir. dy dx 27



Akim cizgisi

p (x + dx, y + dy) noktasi

1_&

I}r (x, ¥) noktasi

X
Y Akum eizgileri S?t_)'t e_‘k'm fonksiyonu xy-diizleminde iki-boyutlu bir
- e_gr”_e” _a!<|§|n a_k'm akim cizgisi boyunca yay uzunlugu
X cizgilerini temsil eder. dr = (dx, dy) ve yerel hiz vektori
V= (u, v).
o _ _ . e
Bir akim cizgisi boyunca: —=—  — —vdx + udy =0 Aklga. 2l el a.klr.n :
' dx u — - fonksiyonu y cizgileri
difi il o/ ity
. o o f
Bir akim ¢izgisi boyunca: —dx + —dv =0
' ) ox ay
chls o
r’nin toplam degisimi: dp = —dx +—dy
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I
m ORNEK 9-8 Akim Fonksiyonundan Hiz Alaninin Hesaplanmasi

|
m xy-dizlemindeki daimi, iki-boyutlu sikistirilamaz bir akis alani ¢ = ax® + by

+ cx ile verilen bir akim fonksiyonuna sahiptir. Burada a = 0.50 (m-s)~!,
b= -2 m/svec=-1.5m/s'dir. (a) uve v icin ifadeler turetiniz. (b) Akis
alaninin sikistirnlamaz sureklilik denklemini sagladigini gosteriniz. (c¢) Akisin
sag st ceyreginde birkac akim cizgisi ciziniz.

Analiz (a) Akim fonksiyonunun tdrevini alarak v ve v icin ifadeler elde
etmek Gzere Denklem 9-20'yi kullanalim:

{jl.—"b:b ve 1J=—£=—3ax3—c

oy ox

u —

(b) u, xX'in ve v de y'nin fonksiyonu olmadigindan, iki-boyutlu sikistirilamaz
sireklilik denkleminin (Denklem 9-19) saglandigi goéralar. Aslinda s, x ve

y'nin duzgun bir fonksiyonu oldugundan, xy-dizleminde iki-boyutlu surek-
lilik denklemi 'nin tanimi geregi kendilig@inden saglanir. Dolayisiyla akis
sikistirillamazdir. (¢) Akim cizgilerini ¢cizmek icin verilen denklemden ya Vi,
x'in ve 'nin fonksiyonu olarak, ya da x'i, ¥'nin ve ’'nin fonksiyonu olarak
ifade etmek gerekir. Birinci yol daha kolaydir ve bu yolla,

 — ax® — cx

b

Akam ¢izgileri denklemi : y =
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seklinde elde edilir. Bu denklem, Sekil 9-20'de cesitli s degerleri ve veri-
len a, b ve c sabitleri icin cizilmistir. Bu akis, buytuk x degerlerinde hemen
hemen asagl yonde lineerdir fakat x < 1 m i¢in yukariya donmektedir.
irdeleme x = 1 m’de v = O oldugu gésterilebilir. Aslinda v, x > 1 m icin
negatif, x < 1 m icin pozitiftir. Ayrica akisin yonl akis alaninda rastgele
alinan bir noktadaki, érnegin (x = 3 m, y = 4 m) hizin hesaplanmasi ile
de bulunabilir. Bu noktada v = -2.0 m/s ve v = —-12 m/s bulunur. Bu hiz
bilesenleri akis alaninin bu boélgesinde akiskanin sol alt yone dogru aktigini
gostermektedir. Net olarak gistermek icin Sekil 9—20’(:19 akisin bu noktadaki
hiz vektdrd de cizilmistir. Hiz vektérinin bu nokta civarinda akim ¢izgisine
paralel oldugu acikca goralmektedir. Diger ¢ konumda da hiz vektorleri
cizilmistir

Huz vektori olegi: _10mis -
5: 7 o i —ax” — cx
?’\—m} / - b
4 : i 60 ‘
I
y.m ™ / /jX / / 43{:1

ERGREVATN,
ol [l
~)

E———

o
RN R
th_|

|
—

vektorleri gosterilmigtir.

Ornek 9-8'deki hiz alanina ait akim
cizgileri; her bir akim gizgisi i¢in sabit
T wdegerleri ve dort farkli konumda hiz
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ORNEK 9-9  Bilinen Bir Hiz Alani icin Akim Fonksiyonunun
Hesaplanmasi

Daimi, iki-boyutlu, sikistirilamaz bir hiz alani v = ax + bve v = —ay + cx
ile verilmektedir. Burada a, b ve c sabittir ve a = 0.50 s71, b = 1.5 m/s ve
¢ = 0.35 s~ !"dir. Akim fonksiyonu icin bir ifade tiretiniz ve sag st ceyrekte
akisa ait bazi akim cizgilerini ciziniz.
Analiz  Akim fonksiyonunu tanimlayan Denklem 9-20'nin iki kismindan
biriyle baslayalim (hangisiyle baslandiginin édnemi yoktur, ¢cézum ayni ola-
caktir):

)

{,_—d‘ = u=ax + b

ay

Ardindan bunun bir kismi integral islemi olduguna dikkat ederek y'ye gére

integralini alalim. Bunun sonucu olarak integral sabiti yerine diger bir degis-
ken olan x'e bagl bir fonksiyon eklenecektir.

i = axy + by + g(x) (1)

Simdi de Denklem 9-20'nin diger kismini secelim, Denklem 1’'in tdrevini
alalim ve asagidaki gibi diizenleyelim:
v = —fi—#’ = —ay — g'(v) (2)
ax
Burada g'(x), dg/dx’i gostermektedir: Zira g, sadece x'in bir fonksiyonudur.
Boylece v hiz bileseni icin, problemde verilen ifade ve Denklem 2 olmak
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lUzere iki ifade elde etmis oluruz. g(x)'i bulmak icin bu iki denklemi birbirine
esitleyip integre edelim:

X
v=—ay +cx=—ay —g'(x) > g'x)=—cx — gx)= —L'? + C (3)

g'nin yalnizca x'in bir fonksiyonu olmasindan dolay! keyfi bir C integral sabiti
ekledigimize dikkat ediniz. Son olarak, Denklem 3’ Denklem 1'de yerine
koyarak i icin ¢6zim

X
Coziim . Y =axy + by — c > + C (4)

seklinde elde edilir.

Akim cizgilerini cizmek icin Denklem 4'tn bir egri ailesini temsil ettigini,
yani her bir (y — C) sabitinin degeri icin tek bir egri bulundugunu belirte-
lim. C keyfi bir sabit oldugundan genellikle sifir alinmasi tercih edilir, ancak
baska degerler de alinabilir. Basitlik icin C = O alip Denklem 4'ten x'in bir
fonksiyonu olarak y'yi cozersek,

2 cx?/?2
 ax + b

Akwm cizgileri denklemi y (5)
elde ederiz. Verilen a, b ve c sabitlerinin degerleri ve cesitli s degerleri icin
Denklem 5 Sekil 9-21'de cizilmistir. Bu sabit ¢ egrileri akisin akim cizgile-
ridir. Sekil 9-21'e gbre bunun sag st ceyrekte dizgln sekilde daralan bir
akis oldugu gorulmektedir.

Irdeleme Yaptigimiz cebirsel islemlerin dogrulugunu kontrol etmek her
zaman faydalidir. Bu ornekte dogru hiz bilesenlerinin elde edildigini goéster-
mek icin Denklem 4’ Denklem 9-20’de yerine koymalisiniz.
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0

FITTT T T T T [TTITT[TITT[TTTT]
l 2 3 . 5
X, M

I + cx¥/2
ax + b

Ornek 9-9'daki hiz alanina ait
akim cizgileri; her bir akim
cizgisi igin sabit w degerleri
gOsterilmistir.
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Bir akim cizgisinden digerine y degerleri Akim cizgisi2 Y=Y
arasindaki fark, birim geniglik basina bu iki
akim cizgisi arasindan gecen hacimsel
debiye esittir.

xy-diizleminde iki-boyutlu akim
cizgileri icin iki akim cizgisi
arasindan birim genislik basina
gecen hacimsel debi Vher
kesitte aynidir.

'?L’:iﬁ’]

Akim ¢izgisi 1 X

Kontrol yiizeyi

Akim ¢izgisi 2

. (a) xy-dizleminde
wlve y2akim

gizgileri ve Ave B
dilimleri ile
sinirlandiriimis
kontrol hacmi
(b)

sonsuz kucguk ds

U=, uzunlugu

Akim cizgisi 1 : etrafindaki

(a) (b) bolgenln




Akim fonksiyonu y’nin degeri, xy-duzleminde akig yonunun
soluna dogru artar.

Sol taraf kurali’'nin ¢cizim
uzerinde gosterilisi. xy-
dizleminde akim
fonksiyonunun degeri akis
yonunun soluna dogru artar.

Sekilde akim fonksiyonu, akisin ne kadar kivrildigina ve dondugune bakilmaksizin
akis yonunun soluna dogru artmaktadir. Akim cizgilerinin birbirinden uzaklastigi
(sekildeki sag alt kisim) kisimlardaki hizin buyuklugu (akiskan hizi), akim
cizgilerinin birbirlerine daha yakin oldugu kisimlardakine (sekildeki orta kisim)
oranla daha kucguk kalir.

Akim cizgileridaraldiginda aralarindaki kesit alani azalir dolayisiyla akim
gizgileriarasindaki debiyi korumak icin hiz artmalidir.
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L

m ORNEK 9-10 Akim Cizgilerinden Bagil Hizin Belirlenmesi

|

m Hele-Shaw akisi bir siviyl paralel levhalar arasindaki ince bir araliktan gec-

B meye zorlamak suretiyle elde edilir. Sekil 9-25'te egik levha Gzerindeki akis
icin drnek bir Hele-Shaw akisi verilmistir. Cikis cizgileri, yukariakim bdlge-
sinde esit aralikli noktalardan salinan boya ile olusturulmustur. Akis daimi
oldugundan akim cizgileri ile ¢ikis cizgileri cakismaktadir. Akiskan su olup
cam levhalar 1.0'er mm aralikla yerlestirilmistir. Akim c¢izgisi deseninden
yola cikarak akis hizinin, akis alaninin belirli bir bdlgesinde ylksek veya
dusiik (goreceli olarak) oldugunu nasil sdyleyebilecegimizi irdeleyiniz.

Analiz Bir akim fonksiyonunun esit aralikli akim cizgilerinin birbirlerinden
uzaklasmasi, o bolgede akis hizinin dastaginu gosterir. Benzer sekilde, eger
akim cizgileri birbirlerine yaklasiyorsa bu bdlgede akis hizi artiyordur. Sekil
9-25ten, akim cizgileri esit aralikh oldugundan levhanin uzak yukariakim
bélgesinde akisin diiz ve Uniform oldugu anlasiimaktadir. Akiskan levhanin
alt tarafina dogru yaklastikca, 6zellikle durma noktasi civarinda akim cizgileri
arasindaki genis araliklarindan anlasildigl gibi, akisin hizi yavaslamaktadir.
Ote yandan akis, levhanin keskin koseleri civarinda birbirine iyice yaklasmis
akim cizgilerinin gosterdigi gibi yuksek hizlara dogru ivmelenmektedir.
irdeleme Hele-Shaw akisinin ¢ikis cizgileri Bélim 10’da aciklanacag gibi
potansiyel akisa benzer bir yapi sergiler.

Egik bir levha lizerinden Hele—
Shaw akist ile olusturulan cikis
cizgileri. Cikis cizgileri, ayni
kesit alani sekline sahip iki-
boyutlu egik bir levha Uzerindeki
potansiyel akisa ait

(Bolum 10) akim cizgilerini
modellemektedir.
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.
m ORNEK 9-11

Akim Cizgilerinden Hacimsel Debinin Belirlenmesi

m Bir su kanalinin taban yilizeyindeki dar bir yariktan su emisi yapilmaktadir.
m Kanaldaki su V = 1.0 m/s {niform hiziyla soldan saga dogru akmakt}adlr.
Yarik xy-duzlemine dik ve tim kanal kesitinde z-ekseni boyunca uzamakta
olup genisligi w = 2.0 m'dir. Dolayisiyla akisin xy-dizleminde iki-boyutlu
oldugu dustnilmektedir. Sekil 9-26'te bazi akim cizgileri cizilmis ve isaret-
lenmistir.

1.5

y.m

0.5

Sekil 9-26’daki kalin akim cizgisi akisi ikiye ayirdigindan holen akim ciz-

gisi olarak adlandirilir. Bu bolen akim cizgisinin altindaki tim su yarik tara-
findan emilirken, bdlen akim cizgisinin tzerinde kalan su agsagiakim yoninde
yoluna devam etmektedir. Buna gére yariktan emilen suyun hacimsel debisi
nedir? A noktasindaki hizin bayakltgana belirleyiniz.

e

1 o4 -s‘\;\:“‘a______
+=1.0 — 12 T~ ]
- —06 __________""“--..___ \\““——_._________ il

104 - Bl RAa-

: 02— | — -

(S

]
']

Uzerinde dar bir emis
yarigi bulunan bir geper
boyunca gerceklesen
serbest akisa ait akim
cizgileri; akim gizgilerinin
degerleri m/s2
birimindedir; kalin olan
akim gizgisi bolen akim
cizgisidir. A noktasindaki
hiz vektorunun yonu sol-
taraf kuralina gore
belirlenmistir.



Analiz  Denklem 9-25'i kullanarak taban ylzeyi (., = 0) ve bolen akim
cizgisi (5., = 1.0 m?/s) arasinda birim genislik basina I]acimsel debi,

v . o o
w = Yboten l‘blﬂizezf = (1.0 = 0)m*/s = 1.0 m7s

olarak hesaplanir. Bu debinin ftamami yariktan akmalidir. Kanal genisligi 2.0
m oldugundan, yariktan ¢ikan debi

Y,
V= —w = (1.0 m¥s)(20 m) = 2.0 m¥/s

olarak bulunur. A noktasindaki hizi hesaplamak icin A noktasini icerisine
alan iki akim cizgisi arasindaki & mesafesini Olceriz. Bu yolla A noktasi
civarindaki 1.8 degerindeki akim cizgisinin 1.6 degerindeki akim cizgisin-
den yaklasik 0.21 m uzakta oldugunu buluruz. Bu iki akim ¢izgisi arasindan
birim geniglik basina (sayfa dizlemine dik yonde) gecen hacimsel debi, akim
fonksiyonu degerindeki farka esittir. Dolayisiyla A noktasinin hizi asagidaki
gibi elde edilir:

1V

Vv 1
Vy,= E - E; = g('ubm — ) =

8 — 1.6) m¥s = 0.95 m/
021 m (1.8 — 1.6) m¥/s = 0.95 m/s

Buldugumuz deger bilinen serbest akim hizi (1.0 m/s) degerine yakindir. Bu
da A noktasi civarindaki akiskanin yaklasik olarak serbest akim hiziyla akti-
gini, ancak hafif asagiya dogru yéneldigini géstermektedir.

irdeleme Sekil 9-26’daki akim cizgileri, bir Giniform akim ve bir cizgisel
kuyunun stperpozisyonu ile elde edilmistir. Bu yapilirken donumstz (potan-
siyel) akis kabullQ yapilmigtir. Bu tlr stperpozisyonlar Bolum 10’'da ele ali-
nacaktir.
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ORNEK 9-12 Silindirik Koordinatlarda Akim Fonksiyonu

Hiz bilesenlerinin u, = O ve u, = K/r (K = sabit) olarak verildigi, daimi, diz- g
lemsel ve sikistirilamaz bir cizgisel vorteksi géz dnune aliniz. Bu akis Sekil m

9-15a'da gosterilmistir. Akim fonksiyonu (r, ) icin bir ifade gelistiriniz ve
akim cizgilerinin dairesel oldugunu gosteriniz.

Analiz Denklem 9-27 ile verilen akim fonksiyonu taniminda kullanilan iki
bilesenden herhangi birisini secerek c6zimimuze baslayabiliriz. Tegetsel
bileseni secelim:

s K K1 + f(6 (1)
_ = — = —_—— —_ E—— o
™ Uy ; 1/} n ‘r ()
Simdi de Denklem 9-27'nin diger bilesenini kullanalim:
1oy 1
U, =229~ 74 @ )

Burada f'(0) fonksiyonun @'ya gore tirevini gostermektedir. Problemde
verilen u, degerini Denklem 2’ye esitleyerek,

ff®=0 — fieh=C

elde ederiz. Burada C keyfi integral sabitidir. Boylece Denklem 1 asagidaki
hale gelir:

Caziim: f=—-Klnr +C (3)

Denklem 3'te rye sabit degerler atayarak sabit s egrilerinin elde edilebile-
cegi anlasilmaktadir. Tanim olarak sabit r egrileri daireler olusturdugundan
akim cizgileri (sabit ¢ egrileri) Sekil 9-15a'da gosterildigi gibi merkezleri orijin
olan daireler olmalidir.

Bilinen C ve ¢ degerleri icin akim cizgilerini ¢cizmek tzere, Denklem 3'ten
r degerleri bulunur:

Akam cizgileri denklemi: r=e W-OK 4)

Sekil 9-28'de K = 10 m%/s ve C = 0 i¢in 4y = 0'dan 4y = 0’ye kadar baz
akim cizgileri cizilmistir.

1 =0 m2/s 22
2

V=
@

)/

I I |
oo

10 [ 12 14

-1 —0.5 0 0.5
X

Ornek 9-12'deki hiz alanina
ait akim cizgileri: K = 10
m?/s ve C = 0 alinarak
cizilmistir; bazi akim
cizgileri icin sabit
degerleri gosterilmistir.
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Sikistirilabilir Akim Fonksiyonu

Akim fonksiyonu kavrami, xy-diizleminde daimi, sikistirilabilir, iki-boyutlu
‘akislan icerisine alacak sekilde genisletilebilir. Kartezyen koordinatlarda
sikistirilabilir stireklilik denklemi (Denklem 9-14) daimi, iki-boyutlu akis
icin asagidaki bicime indirgenir:

K pui A pv
( ,0 ) . fﬂffo ) _
oy v

0 (9-30)

Y, ile gosterecegimiz sikistirllabilir akim fonksiyonu asagidaki gibi tanim-

lanir:

Kartezyen koordinatlarda daimi, sitkistirilabilir, iki-bovutlu akim fonksivonu :

o, ap,
pu — — ,

ady ox
'Denklem 9-31 ile verilen ¢, x ve y'nin diizgiin fonksiyonu olmasi kaydiyla
Denklem 9-30’u tam olarak saglar. Sikistirllabilir akim fonksiyonunun pek
cok 6zelligi, daha 6nceden ele aldiginiz sikistirilamaz akun fonksiyonu ()

i¢in verilenlerle aynidir. Ornegin sabit ¢, egrileri burada da akim ¢izgileri-

dir. Ancak bir akim ¢izgisinden digerine ¢, 'nun degerindeki degisim, birim

- genislik basina hacimsel debiye degil kiitlesel debiye esittir. Sikistirilamaz
akim fonksiyonu kadar yaygin olmasa da sikistirilabilir akim fonksiyonu da
bazi ticart HAD programlarinda kullanilmaktadir.

ve pv=-——2> (9-31)
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9-4 wLINEER MOMENTUM DENKLEMININ
DIFERANSIYEL BiGIMi -CAUCHY DENKLEMi

| = — — ' J == ! A S ¥
ZF = Lpg dV + L Jﬁ'ndﬂ = L f—{pV}dU + J (pV)V-n dA
Y It KY

H ¢

cikan giren

ZI—':: thﬂﬂ + ZF}M}, = J —(pV}dU + ZBHEV ZBHIV
. KH

| Tyx Kartezyen koordinatlarda diizgiin
altiyuzll seklinde sonsuz kiguk bir -
kontrol hacminin pozitif yuzlerindeki

~ (sag, list ve on) pozitif gerilme tensori
bllegenlerl Kirmizi noktalar her bir
ylzin merkezini gostermektedir. Negatif
yuzlerdeki (sol, alt ve arka) pozitif
bilesenler sekilde gosterilenlerin tersi
yonlerdedir.

dy




Diverjans Teoremini Kullanarak Turetme

(pV)V-idA = L V-(pV V) dV J o indA = J Vo, dV
KY KH

JEY H

. . o
[;(pV} + V- (pVV) — pg — ?-JU] dV =0
KH

dt

. - o
. Cauchy denklemi: %{p‘v"} + V- (pVV) = pg + \7'%
_ ot

Genisletilmis Diverjans Teoremi

[ V-Gav={, G, 7aa

s

Diverjans teoreminin genisletilmig bicimi sadece . |
vektorler icin degil ayni zamanda tensorler icin - Cauchy denklemi lineer momentum
de kullanighdir. Denklemde G;; ikinci denkleminin diferansiyel bigimidir ve
mertebeden bir tens&r, V hacim ve Aise hacmi tim ak|§kan|ar |g|n geger”dir_
cevreleyen ve tanimlayan yuzeyin alanidir.



Sonsuz Kiiciik Kontrol Hacmi Kullanarak Tiiretme

Z’Fr - Z’F_r,kijtle + ZFJ;,yiizey - JK

H

cikas oiris
- Kontrol hacmi r'geri.s'i.*?a:fekf x-momentum bileseninin degisim hizi
—(pn) dV = — (pn) dx dy dz
H It
y d(pvu) dy
(pﬂu + g %) dx dz
}I
X
) t (pwu I pwu) dﬁ)d dy
“dz 2
) ‘4
| -
| -~
i : dy ¥
| P — Ipuu) dx dy d7 =—t---28 | et d(puu) d» dr
Tox 2/ [ + d‘}d«c
f . ox
|
3 & o ,"JJ : dz
) p‘HH} - | I_,"f ! L
~ (P‘H-H N E:Lz, Z)dA d} dx

)
%(pu) dV + ZBI}"H«! — Z,Bn'm

- Sonsuz kucuk bir
_kontrol hacminin

her bir yuzunden
gecen lineer

“momentumun Xx-

bileseninin gitis ve

~cikislari; kirmizi
~noktalar her bir.

yuzun merkezini

gOstermektedir.
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Kontrol hacmi icerisindeki x-momentum bileseninin degisim hizi:

) ] )
ZBH}H — ZBH}H = ((—h(pmr} + ;—(pf*u} + ;—(pu‘u}) dx dy dz
: dy dz

cikas giris t

§= g1 + g}'j + gk ZFL‘.kﬂit]a = ZF

x, yercekimi = p&, dx d_T dz =

s

}.1
NNy Yercekimi vektoruntun mutlaka belirli
\ ! . . .
\ T %\ bir eksen ile hizalanmasi gerekmez.
Y\ "-‘I
|\ \ Bunedenle en genel halde sonsuz
N I xw,} - kuguk bir akigkan elemanina etkiyen
\H M y" agirlik kuvvetinin tg bileseni vardir.
— £ _
F_Erm-'itlv'ix [T
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( do ., a‘z) dx
0., — —= — |dxdy
T - ) - [ ]
9z 2 \/: [ h(aﬂ - Ty d—1) dx dz
| / ' a}-‘ ys
do ., dx e . ]
(UH 00y _) dy d7 <ge—mnen A : .'__-"(ETU‘F dT d_x) dv dz
ox 2 | ' ox 2/ 7
dy 'L___\_.-_:___
o _a{rwri-"; dx dz *-“?‘::— ...... r /
U gy 2 ) e \ dz
) ( o+ W d—z)dxd
7 2
/I—I Diferansiyel bir kontrol hacminin her bir yuzu tzerindeki
Z ilgili gerilme tensoru bileseninden kaynaklanan ve Xx-
yonunde etkiyen kuvvetleri gosteren sematik ¢izim;
kirmizi noktalar her bir yuztin merkezini gostermektedir.
) ) )
Y F, ey = (f— o+ —o, +— a‘,r) dx dy dz
o YHEE ax Y gy Y gz < '
N pu N puen K pru A pwi i i i
'{"?)—i—{'e_ )—|—{'F? )+{'FT_ )Zpgr—l—f—a'u_—l-f—crﬂ_—I—f—cr_r
of cx dy 0z ' (0 dy 7 oz 7 =t |



B8 SR SERrees

SEKIL 9-35

V= (u, v, w) vektortintin kendisi ile
dis carpimui ikinci mertebeden bir
tensordiir. Burada dokuz bilesenli bir
matris olarak gosterilen dis carpimin
sonucu kartezyen koordinatlarda
verilmistir.
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9-5 m NAVIER-STOKES DENKLEMI

Giris

Burada 7,viskoz

gerilme
tensorudiir.

|
|
| e
7
LN | ¢
dy i
P/ e
Ty P
dx |P

Hareket eden akiskanlar:

o O, O —P 0 0

Durgun akigkan:  o; =\o, o, o |=| 0 —P 0
o, 0, O, 0 0O —P

o, 0O, O, —P 0 0 To T Te
=|o, o, o, |= 0 —P 0]+ Ty ‘TH Ty
o, O, 0O, 0 0 =P To Ty Ta
Mekanik basing: P, = —Tl{crm + oy, t o)

2

Mekanik basing, bir akiskan elemani Uzerinde
ice dogru etki eden ortalama normal gerilmedir.

Durgun hald‘eki aklgkanlarda

‘akiskan elemani uzerine etkiyen
tek gerilme, her bir yuzeyin normali

dogrultusunda ve igeri dogru

etkiyen hidrostatik basingtir. o



Newton Tipi ve Newton Tipi Olmayan Akiskanlar

Bingham
plastigi

h : :
Kayma gerilmesi

Incelen akiskan

Akma
gerilmesi

Newton tipi
akiskan
Kalinlasan
(dilatant)
akiskan

Sekil degistirme hizi

Akiskanlarin reolojik davraniglart;
kayma gerilmesinin sekil degistirme
hizina bagli olarak degisimi.

Bazi akigkanlari harekete gecirebilmek
icin akma gerilmesi denilen sonlu bir
gerilmenin uygulanmasina ihtiyag
vardir. Bu tur akigkanlar Bingham
plastik akiskanlar olarak bilinir..

Reoloji: Akmakta olan akiskanlarin
deformasyonunun incelenmesidir.

Newton tipi akiskan: Kayma
gerilmesinin sekil degistirme hiziyla lineer

TRV

olarak degistigi akiskanlardir.

Newton tipi olmayan akigskan: Kayma
gerilmesi ile sekil degistirme hizi
arasindaki iligki lineer degildir.
Viskoelastik: Uygulanan gerilme
kaldirildiginda bastaki asil sekline
(tamamen ya da kismen) donen
akiskanlara ise viskoelastik akiskan denir.
Bazi Newton tipi olmayan akigkanlar, ne
kadar hizli sekil degisimine ugrarlarsa

o denli daha az viskoz duruma
geldiklerinden incelen akiskanlar veya
sanki—plastik akiskanlar olarak
adlandirilir..

Plastik akiskanlar incelme etkisinin

en fazla goruldugu akiskanlardir.



Kalinlasan "a|k|§kan|ar\/eyé kabaran (dilétant) ak|§kanlaf denir. Bu
akiskanlarda gerllme veya §ek|I degisimi hiz arttlkga akiskan daha viskoz hale
gelir.

Sanirim
bataklik
kumu demek

Imdat!
Kalinlasan bir
akiskanin icene

Bir mUhendisin bataklik ' kumuna (dilatant
akiskan) dustugundeki hali. Daha ¢ok
‘hareket etmeye calistikca akiskan daha 4 B .
VISkOZ hale gelmektedlr fiiges o 52



Sikistirilamaz, izotermal Akis igin Navier-Stokes
Denkleminin Turetilmesi

Sikistirllamaz akis yaklastirimi
yogunlugun, izotermal akis
yaklastirimi ise viskozitenin sabit

Ve dolayistyla: alindigi anlamina gelir.
» w=sabit

Sabit ozelliklere sahip sikistirilamaz bir Newton tipt akiskan icin viskoz gerilme
rensorii :

/ iu dul N v U aw \
- 2 ax # dy  ax Moz " ax
=y m dv N o dv dv  aw
Y '_'“ ;'“' j_'“ M\ ox iy 2 Ay H az  dy
m !

oo aw . o aw v 0w
L\ — - Ll 1 i LA
\’L dx 0z H dy  0Z . aZ /



—P 0 0
'_fr;j: 0O —P 0 |+
0 0O -—-P

A N
M P

w
M o

/ ), 3 v\ fou,
ox May " ax) "Mz

o , dv HP—I—
ay “H ay "\ oz

dul ow  dv
Pl B e e
a7 dy  dZ

2_
B oz

Du_ 9P o Fu, 6 (e ou) 9 (aw o 9 (Hw) 9 (aw)
Y ) 3 o\ — \Zo T ol el Bl ol Ry
Y dx PEx # ax - # dy \dx ay # dz \dx 0z " dZ \ 0X ax \ 0z

Du aP N N KR’ N d ou o ov N Fu 0 ow N Fﬂ:u]
) = — ) —t———+t———+ =+ - )
" Dt dx PEx ‘u_ax- dxox  axdy dy> ox adz a7t
apP o [ou dv  ow du  u u
=——tpstpl o\t ottt ot
ax [0xX \ox dy dZ dx- dy-  odI”

Laplace Operatortii
Kartezyen koordinatlar:
2 2 2

vi= 8o 3 87 i 87
ox- dy- 97"

Silindirik koordinatlar:

2. 1.9 0 1 92 92 . . . .
Visno O (O byt O g O | | .
r 8r< ar) r 96> 972 | | | 54

Laplace operatoru sol tarafta kartezyen
ve silindirik koordinatlarda gosterilmistir.
Operator, sikistirllamaz N-S
denklemindeki viskoz terimlerde bulunur.




| Du dP

— = -4 e+ uV
Dv aP'+ Y o2,
Dv_ 9P 2
iy ay T P& T H

Dw HP

Stkistirtlamaz Navier—Stokes denklemi:

DV _
P "D

' '_Navier—StokeS 'denk|emi aklskanlar

mekaniginin kose tasidir.

— = ——+ pg. + uVw
_ pDI 9z ps: T MK |
—VP + pg + puV2V (9-60)

Navier—Stokes denklemi, zamana bagli,
lineer olmayan, ikinci mertebeden bir
kismi diferansiyel denklemdir.

Denklem 9—60 dort bilinmeyene (U¢ hiz
bileseni ve basing) sahip olmakla birlikte
vektorel denklem oldugundan sadece ug
bileseni temsil eder.

Denklemi ¢cozulebilir hale getirmek igin bir
denkleme daha ihtiyac vardir. Dordlincu
denklem sikistirilamaz sureklilik
denklemidir.



Kartezyen Koordlanatlarda Surekllllk ve Nawer—Stokes
Denklemleri : e |
Siireklilik denklmm (Denklem 9 16) ve Nawer—StDkes denkleml (Denklem
- 9-60) kartezyen koordinatlarda (x, y, z) ve (u, v, w) cinsinden acilabilir:
- Stkistirllamaz siireklilik denklemi:
ou v ow
+ — +
oy &

-~ Stkastirtlamaz Navier—Stokes denkleminin x-bileseni:

(au N ot N ot N au) P N N (&zu N FPu N c'fzu) @.61b)
— u— v — Ww— | = ——
P\ar d  dy & a T M a2 T g T

Stkistirilamaz Navier—Stokes denkleminin y-bileseni:

RPN E S
i P ot H&r vay w& . dy pPsy T M 2 Jy? oz2

(9-61c)

- Stkwstirllamaz Navier—Stokes denkleminin z-bileseni:

(&w L av) o (aﬁw L aﬂw) oo
— 4+ u— —+w—]=—-—— i —6
Na "o oy e e PTHMar T e &

=0 (9-61a) '



L) 1) o)
kistiril ireklilik denklemi — + — + =0
Stkistirilamaz siireklili mi o -, pe

Sikastirilamaz Navier—Stokes denkelim r- bileseni:

o, o,
p + u, + +
+ ot or

Stkastirilamaz Navier—Stokes denklemi 6-bileseni:

ot ot u, ou Ui ot
p(—ﬂ—l-u—ﬂ o H-I-ra —H)

ot o T e Ty Ty

LB e [lﬂ(%)—@+lazuﬂ 2&‘ 62"](9-62}
rap PSRG0T a2 ¢

Stkastirilamaz Navier—Stokes denkleminin z-bileseni:

z

TR

1 éfzuz Fu :|




Terimlerin Alternatif Bicimi

1 d E}u U,
7 or ar re

_A(13,
r\ror

mrr TrH Tru

— Hr A b Hz

Ty T Tx

du

/ ZI‘-L : -r

or

_ d [y 1 ou,

B ,u,[r;(T) T r n‘IH]
ou, ou,

\ 'H(EJ'ET - ?)

Navier-Stokes
denkleminin r-

&-bilesenlerindeki

Hk iki viskoz

terimin alternatlf

b|g|m|

{. d (u,,) N 1 HHJ}
all ar\r roat

, (] i, N Hr)
H r af r

a

didg 1 Hu:)
— + — -
s )il root

Gl

ve

=¥

Silindirik koordinatlarda €, ve €,
birim vektorleri birbirine baglidir:
f-yontinde hareket edildiginde
¢,'nin yoniinde de degisim meydana
gelir ve Navier-Stokes denkleminin
r- ve 8- bilesenlerinde fazladan

terimler ortaya c¢ikar.
(Hu,. . Hu:) \ '
"oz " ar

(Hu“ N 1 EJ'H:)
H 0z roaf

zﬁﬂ / i Siach

a7
:
£



9-6 m AKIS PROBLEMLERININ
DIFERANSIYEL ANALIZI

Diferansiyel hareket denklemlerinin (sureklilik ve Navier-Stokes) kullanish oldugu

iki tur problem vardir:

« Bilinen bir hiz alani icin basing¢ alaninin hesaplanmasi
» Bilinen geometri ve sinir sartlari icin hem hiz hem de basing alanlarinin

hesaplanmasi

Uc Boyutlu Sikastirllamaz Akas
Dort degisken veya bilinmeyen:

- Basing P
«  Vhizinin ii¢ bileseni

Dort hareket denklemi:

« Siireklilik,
V.V=0
« Navier—Stokes denkleminini ii¢ bileseni

pDV _ _vp. pg

~ —¥
+ uV-Vv
Dt H

Ug-boyutlu sikistirilamaz ve
akiskan ozelliklerinin sabit oldugu
akis alaninda dort bilinmeyen ve
cozum icin dort denkleme intiyag
vardir.
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Bilinen Bir Hiz Alani Icin Basing Alaninin
Hesaplanmasi

Birinci ornek grubu, bilinen bir hiz alani i¢in basing alaninin
hesaplanmasini icermektedir.

Sureklilik denkleminde basing bulunmadigindan, hiz alanini
teorik olarak sadece kutlenin korunumuna dayanarak olugturabiliriz.

Bununla birlikte hiz, hem sureklilik hem de Navier-Stokes denkleminde
bulundugundan bu iki denklem birbirine baglidir. Buna ilave olarak
basing, Navier-Stokes denkleminin her Ug¢ bileseninde de yer alir ve
boylece hiz ve basing alanlari da bagl haldedir.

Hiz ve basing arasindaki bu yakin bagimlilik, bilinen bir hiz alani icin
basing alanini hesaplamamiza olanak verir.
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ORNEK 9-13 Kartezyen Koordinatlarda Basing
Alaninin Hesaplanmasi

Ornek 9-9'da verilen V = (U, v) = (ax + b); + (—ay + cx); seklindeki
daimi, iki-boyutlu, sikistirilamaz hiz alanini dikkate aliniz. Bu akis alanindaki

basinci x ve y'nin fonksiyonu olarak bulunuz.

COZUM Verilen bir hiz alani icin basing alanini hesaplayacagz.

Kabuller 1 Akis daimi ve sikistirilamazdir. 2 Akiskan ozellikleri sabittir. 3
Akis xy-dizleminde iki-boyutludur. 4 Yercekimi ivmesi x- ve y-yonunde etkili
degildir.

Analiz 11k olarak verilen hiz alaninin iki-boyutlu sikistirilamaz siireklilik
denklemini saglayip saglamadigini kontrol edelim.

e v v

— + — +

ox ay Z

— - ——
a —a 002-B)

=a—a=~0 (1)

Buna gore verilen hiz alani icin sureklilik denklemi saglanmaktadir. Eger
sreklilik denklemi saglanmasayd! analizi burada sonlandirmamiz gerekirdi.
Bdyle bir durumda verilen hiz alani fiziksel olarak mimkin olamazdi ve bu
nedenle basing¢ alanini hesaplayamazdik.

Simdi de Navier-Stokes denkleminin y-bilesenini ele alalim:

(Gooors D) S ow T 90

o ‘-—-,II..—-" II_‘."—.I '-_.]Il,_l'
0 (daimi) {ax + b)c (—ay + cx)}—a) 0(2-B) 'D ﬂ 02 }3]
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Bdoylece y-momentum denklemi,

dP
Y = p(—acx — bc — a*y + acx) = p(—bc — a%) (2)
haline indirgenir. Eger Denklem 2'yi saglayacak bir basin¢ alani olusturabi-
lirsek, y-momentum denklemi saglanir. anzer yolla x-momentum denklemi,
aP (—a? b) (3)
- — —dX — d
Pe P
olarak elde edilir. Eger Denklem 3’0 saglayan bir basin¢ alani olusturabi-
lirsek x- momentum denklemi de saglanir. Daimi bir akis ¢6zimunin var
olabilmesi icin P'nin zamanin fonksiyonu olmamasi gerekir. Ayrica fiziksel
olarak gercekci, sikistirilamaz bir akis alani x ve y'nin dizgin bir fonksiyonu
olan bir Ax,y) basin¢ alaninin bulunmasini gerektirir. Matematiksel olarak
bu, tirev alma sirasinin (6nce x'e sonra y'ye gore veya dnce y'ye sonra x'e
gore) onemli olmamasi anlamina gelir (Sekil 9-46). Bunun bdyle olup olma-

digini kontrol etmek icin Denklem 2 ve 3'lin ¢capraz tirevleri alinirsa,

FP 0 ((ﬂ’) P d (&P)
— = - — | =0 ve —— = - : =0 (4)
dx dy  ax \ dy ay dx  dy \ox

oldugu goralir. Denklem 4, P'nin x ve ¥'nin diazgin bir fonksiyonu oldugunu
gostermektedir. Boylece verilen hiz alani, daimi, iki-boyutlu, sikistirilamaz
Navier-Stokes denklemini saglar.
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Eger analizin bu asamasinda basincin ¢apraz tlrevleri birbiriyle uyusmayan
iki ifade vermis olsaydi, diger bir anlatimla Sekil 9-46’daki denklem saglan-
masaydl; bu durumda verilen hiz alaninin daimi, iki-boyutlu, sikistirilamaz
Navier-Stokes denklemini saglamadigl sonucuna ulasacak ve bdylece daimi
bir basing alani hesaplamaya calismaktan vazgececektik. P(x,y)’yi hesapla-
mak icin Denklem 2'nin y'ye gére integralini alalim:

}‘—.fmmwnnmﬂdmr elde edilen basing alan:

a*y?
P(x,v) =p (—b(‘}‘ — ? ) + g(x) (5)

Bu bir kismi integral oldugundan (yani P, x'e de bagh oldugundan), keyfi bir
integral sabiti yerine diger degiskene bagli bir fonksiyonu ekledigimize dikkat
ediniz. Simdi de Denklem 5'in x'e gore kismi tdrevini alalim ve cikan sonucu
Denklem 3’e esitleyelim:

JP , .

— =g (x) = p(—ax — ab) (6)

dx

Capraz Tiirev Alma, xy-Diizlemi

Tiirev alma siras1 sonucu degigtirmiyorsa
P(x, y), x ve y’nin diizgiin bir

Xy-duzleminde iki-boyutlu bir akis

alaninda P basincinin diuzgun bir

fonksiyonudur: fonksiyon olup olmadigini anlamak
?P _ PP icin capraz tureve basvurulur.

axdy dyox
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Bu kez de Denklem 6'y1 g(x) fonksiyonunu elde etmek lzere integre edersek,

a’x*
g(x) = p(— > T ubx) + C, (7

elde ederiz. Burada C, keyfi integral sabitidir. Son olarak P(x,y) ifademizi
elde etmek lzere Denklem 7’yi Denklem 5'te yerine koyuyoruz:

a*x* a%? .
P(x,y) = p\ — > T — abx — bey | + C, (8)

irdeleme Pratik yapmak ve islemlerimizi kontrol etmek icin Denklem 8'in x
ve y'ye gore turevlerini alarak Denklem 2 ve 3 ile karsilastiriniz. Ayrica Denk-
lem 8'i, Denklem 2 yerine, Denklem 3’ten baslayarak elde etmeye calisiniz.
Ayni sonucu bulmalisiniz.
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Sikistirlamaz bir akista hiz alani, basincin
mutlak buyuklugunden degil sadece basing
farklarindan etkilenir.

Sikistirilamaz Navier-
Stokes denkleminde
basing sadece bir
gradyen olarak ortaya
ciktigindan basincin
mutlak buytklugu
onemsizdir-sadece
basing farklari
onemlidir.

Bogazli bir kanaldan asagiya dogru olan hava
akigina ait basin¢ konturu, hiz vektoru ve
akim cizgileri: (a) 1 durumu (b) basincin her
yerde 500 Pa artmasi disinda, 1 durumu ile
ozdes 2 durumu. Kontur cizimlerinde mavi
dUsUk basinci/hizi, kirmizi ise yuksek
basinci/hizi ifade etmektedir.

1— P =-3.562 Pa etkin
(a)

i_ P =509.222 Pa etkin
|

- g
¢ i
8

Hit

m

: it

I

t

P =496.438 Pa etkin
(b)




Sonu¢ olarak HAD programlarmin c¢ogunda, Ornek 9-13"te yaptigimiz
gibi basmcim Navier-Stokes denklemini integre ederek hesaplanmadigi
not edilmelidir. Bunun yerine bir tiir basin¢ diizeltme algoritmasi kulla-
nir. Kullanilan bu algoritmalarin ¢cogu, basing terimi bir sekilde stireklilik
denkleminde yer alacak sekilde stireklilik ve Navier-Stokes denklemlerinin
birlestirilmesi esasma go6re calisir. En yaygimn kullamilan basing dtizeltme
algoritmalari, basmgcta bir iterasyondan () digerine (n + 1) meydana gelen
degisimi (AP), bir Poisson denklemi biciminde verir.

AP icin Poisson denklemi: VZ(AP) = RHS,, (9-64)

Ardindan bilgisayar bir ¢Oziime dogru iterasyon yaptikca, degistirilmis
stireklilik denklemi, basincin (n) iterasyonundaki degerlerinden hareketle
(n + 1) iterasyonundaki basing¢ alanmi “dtizeltmek™ i¢cin kullanilir:

P i¢in diizeltme : Poiry = Pyy T AP

Basing ditizeltme algoritmalarimin gelisimiyle ilgili ayrmntilar bu kitabin
konusu disindadir. Iki-boyutlu akislar icin bir 6rnek Gerhart, Gross ve
Hochstein (1992) tarafindan gelistirilmistir.
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ORNEK 9-14 Silindirik Koordinatlarda Basing
Alaninin Hesaplanmasi

Ornek 9-5'te verilen daimi, iki-boyutlu sikistirllamaz akis alanini (@, f) icin
g0z 6nune aliniz. Bu, ekseni z-koordinatl boyunca uzanan bir cizgisel vorteksi
temsil eder (Sekil 9-49). Hiz bilesenleri u, = 0 ve uy, = K/r olup K bir sabit-
tir. Basinci r ve #'nin fonksiyonu olarak hesaplayiniz.

Analiz Akis alani hem sireklilik hem de momentum denklemini saglama-

lidir (Denklem 9-62). Daimi, iki-boyutlu, sikistirlamaz akis icin streklilik
denklemi sdyledir:

1 or 1 da l
Stkistirilamacz siireklilik denklemi : %L O(/é) ({/) —

r AB 6{: |
— —
0 n 0

=0 ait akim cizgileri ve
— | hiz vektorleri

(el B
\\// Bir cizgisel vortekse
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Boylece sikistirilamaz sareklilik denklemi saglanmis olur. Simdi de Navier -
Stokes denkleminin # bilesenine (Denklem 9-62c) g6z atalim:

ou o iy ch/ﬂ ”}/g ZK
(Zé—kur?z /é}{-} /; -+ U, :)

0 (daimi) K K 0 0(2-B)
() (——) (—I)tﬂ]
r=J W

1 oP o [ ou Uy 2 oy, d}/g
= —— + ph, + —\r—)-=+= 7£+—
r of Z';‘{_B 'IL( ar ( d.f) - r? /00? r /39 :2

K 0 0 0 (2-B)

3 3
r r-

|"'"-|-l||_||

-
L

Buna gére ~—momentum denklemi,
g Lo (1)
-momentum. — =

a6

haline indirgenir. Eger Denklem 1'i saglayacak uygun bir basin¢ alani bulu-
nursa momentum denklemi de saglanir. Benzer sekilde, -momentum bile-

seni (Denklem 9-62h),
aP K?
r-momentum: o =P 3 (2)

olarak elde edilir. Boylece Denklem 2'yi saglayan bir basin¢ alani olusturu- § 68

lursa -momentum denklemi de saglanmis olur.




Daimi bir akisin cdéziminin olmasi icin Pnin zamana bagli olmamasi
gerekir. Ayrica fiziksel olarak gercekci bir daimi sikistirilamaz akis alani, r ve
#'nin dazgn bir fonksiyonu olan bir basinc¢ alanini gerektirir. Bu da matema-
tiksel olarak tldrev alma sirasinin (6nce r'ye sonra 6'ya veya dnce f'ya sonra
r'ye gore) bir 6neminin olmamasi anlamini tasir (Sekil 9-50). Bu durumu
basincin ¢apraz turevini alarak kontrol edelim:

e _o(@)_, e s,
ara0  ar\ae) -~ Y sear a0\ar)

Denklem 3, P'nin rve 0'ya bagli duzgiin bir fonksiyon oldugunu géstermekte-
dir. Boylece verilen hiz alani, daimi, iki-boyutlu, sikistirlamaz Navier-Stokes
denklemini saglar.

P(r, 8) icin bir ifade elde etmek zere Denklem 1'i #’ya gore integre ede-
lim:

O-momentum denkleminden elde edilen basin¢ alam: P(r,0) =0 + g(r) (4)

Bu bir kismi integral islemi oldugundan ifadenin sonuna integral sabiti yerine
diger degisken olan r'ye bagh keyfi bir fonksiyon ekledigimize dikkat ediniz.
Denklem 4'Gn r'ye gore tarevini alip Denklem 2'ye esitleyerek,

P K>

—:*y"}': (5}
o g (1) P73

Capraz Tiirev Alma, r@-Diizlemi

Tiirev alma siras1 sonucu degigtirmiyorsa 7o [8V4(=Tgql{sle (NI (Ee1e) I8 LIV
P(r, 0) r ve §’nmn diizgiin bir akis alani icin gapraz tlrev
Sl alarak P basincinin
P P duzgun bir fonksiyon olup
T e olmadigi gérilebilir
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sonucuna varilir. g(r) fonksiyonunu bulmak icin Denklem 5'i integre edelim:

1 K2
o = ——p—+C (6)
2 e

Burada C keyfi bir integral sabitidir. Son olarak P(r, @) ifadesine ulasmak
icin Denklem 6’y1 Denklem 4'te yerine yazalim:

>

1 K-
P(r,9)=—5pr—z+ C (7)

Bu sonuca gére cizgisel bir vortekste basing alani orijine yaklastikca 1/r7 uya-
rinca azalmaktadir. (Orijinin kendisi tekil noktadir). Bu akis alani bir hortum
veya kasirganin basit bir modelidir ve merkezindeki distk basin¢c “kasirga
gbzu"dur (Sekil 9-51). Bunun bir donimsutz akis oldugunun, dolayisiyla Ber-
noulli denkleminin de basinci bulmak icin kullanilabileceginin altini cize-
lim. Eger hizin sifira yaklastigl orijinden cok uzakta bulunan bir noktadaki
(r — o) basinca P, dersek, Bernoulli denklemi orijinden r mesafede,

1 I K?
Bernoulli denklemi: P + Ep\/’z =P, — P=P_——p

o 2 .'.2

(8)

oldugunu gosterir. Eger C yerine P, alirsak Denklem 8, Navier-Stokes denk-
leminden buldugumuz sonuc¢ olan Denklem 7 ile aynidir. Orijin civarinda
déndmlU bir akis bdlgesi olsaydi, buradaki tekillik ortadan kalkacak ve fizik-
sel olarak daha gercekci bir hortum modeli elde edecektik.

Irdeleme Uygulama olarak Denklem 7'yi Denklem 1 yerine Denklem 2’den
baslayarak elde etmeye calisin; ayni sonucu bulmalisiniz.
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Sureklilik ve Navier-Stokes Denklemlerinin

Tam Cozumleri

Adim 1: Ilgili tiim boyutlan ve parametreleri
tespit ederek problem ve geometriyi
(cizimler yardimci olur) tanimlayin

Adim 2: Uygun olan tiim kabulleri, basitlestir-
meler1 ve sinir sartlarini siralayin

Adim 3: Diferansiyel hareket denklemlerini
(siireklilik ve Navier-Stokes)
miimkiin oldugunca basitlestirin

Adim 4: Denklemler1 integre ederek bir veya
daha fazla intergral sabitine bagh
ifadeler elde edin

Adim 5: Integral sabitlerini bulmak icin sinir
sartlarini uygulayin

Adim 6: Sonuclarinizi dogrulayin

Sikigtirilamaz sureklilik ve Navier-
Stokes denklemlerinin
¢ozumunde izlenecek yol.

Sinir kosullari:
Kavmazhk s sarti:

—_— —

VEI]CI gkan - Vﬂ;eper

Silindir
Yag filmi—

Biiyiitec

\_[ Piston

X

Bir silindir igerisinde VP hiziyla hareket
eden bir piston. Piston ile silindir arasinda
ince bir yag filmi bulunmaktadir; sekilde
film bayatilmus olarak gosterilmektedir.
Kaymazlik sinir sarti gepere bitisik
akiskanin hizinin ¢geperin hizina esit
olmasini gerektirir.



Ay viie <1119 <rrrflesr - ;] —V T =
Ara vyiiz simwr sartlart: W = Vj ve Tea = ToB

Akiskan B Iki farkli akiskanin araylzinde:
. P akiskanlarin hizlari birbirine esit
- . Vg : T.v:,_a_'_ - olmalidir. Ayrica araylizdeki
S_ === k----" =%3-o-r=  paralel kayma gerilmeleri de her
- V., : s iki akiskanda esit olmalidir.
RN |

Akiskan A

Akiskan B—hava
Su/hava yatay serbest ygzeyi

Yhava boyunca hava ve suyun hizlari ve
“"“Fﬁ-—““ ‘kayma gerilmeleri birbirine esit
TJ’ o olmalidir. Bununla birlikte z ., << 1,
X oldugundan, su yuzeyindeki kayma
gerilmelerini ihmal edilebilir derecede
Akigkan A—su kiicuk kabul etmek dogru bir

yaklastirnmidir.
| | He



Su-hava arayiiziinde sinir sartlart:

Uy, = Upaya ve

Serbest yiizey stmr sartlart:

.

Simetri ekseni

-

Bir simetri duzlemi boyunca sinir
sartlari, simetri duzleminin bir
tarafindaki akis alaninin diger
tarafindaki akis alaninin aynadaki
goruntusu olacak sekilde tanimlanir.
Sekilde yatay simetri duzlemi
gosterilmistir.

o
_ T.&',havu — Mhava ~__
hava

ay

Ve T.‘s.h]‘-'] — f}

Diger sinir sartlari problemin
kurulumuna bagli olarak ortaya cikar.

Ornegin siklikla giris sinir sartlarini,
akigkanin girig yaptigi bir akig
bolgesinin sinirinda tanimlama gereqi
duyariz.

Benzer sekilde cikis sinir sartlarini da
bolgeyi terk eden akis Uzerinde
tanimlariz.

Simetri sinir sartlari, bir eksen veya
simetri duzlemi boyunca yararlidir.

Daimi olmayan akis problemleri igin
sayrica baslangi¢ sartlarina
(baslangi¢ anindaki durum, genellikle t
= 0) ihtiyacimiz olur.



|
m ORNEK 9-15 Tam Gelismis Couette AKisI
]

W Sonsuz geniglikte iki paralel levha arasindaki dar boslukta Newton tipi bir
B akiskana ait daimi, sikistirllamaz, laminer akisi dikkate alalim (Sekil 9-57).
Usteki levha V hiziyla hareket ederken alttaki levha sabittir. Bu iki levha ara-
sindaki mesafe h olup yercekimi negatif z-yontinde (Sekil 9-57te sayfa diz-
lemi icine dogru) etki etmektedir. Yercekiminden dogan hidrostatik basinc

disinda uygulanan bir basin¢ yoktur. Bu akis Couette akisi olarak bilinir. Hiz
ve basing alanlarini hesaplayiniz ve alt levhaya birim alan basina uygulanan
kayma kuvvetini belirleyiniz.

%
T Hareketli levha Ornek 9-15'in geometrisi: Iki adet
sonsuz buyuklukteki levha
h Akigkan: p, p arasindaki viskoz akis; Ust levha
l y hareket ederken alt levha sabit
Sabit levha T x durmaktadir. '

Analiz Hiz ve basing alanlarini elde etmek icin Sekil 9-52'de 6zetlenen
yolu izleyecegiz.

Adim 1 Problemi ve geometriyi tanimlayin. Sekil 9-57'ye bakiniz.

Adim 2 Kabulleri ve sinir sartlarini siralayin. Yedi tane kabul numaralan-

dirdik ve siraladik. Sinir sartlari, kaymazlik sartinin uygulanmasiyla elde

edilir: (1) Alt levhada (y = 0), u = v = w = 0. (2) Ust levhada (y = h), 75
u=V,v=0vew=0.



Adim 3 Diferansiyel denklemleri sadelestirin. Buna kartezyen koordinatlar-
daki sikistirilamaz streklilik denklemiyle baslayalim (Denklem 9-61a):

UH o , i .
—=0 - —=0 (1)
U"'h az ax
—_—

Lhul kabul &

Denklem 1, ¢'nun x’e bagl olmadigini ifade etmektedir. Diger bir ifadeyle,
orijini nereye yerlestirecegimizin bir Gnemi yoktur, akis x'in her }(n:mumunda
ayni kalmaktadir. Tam gelismis ifadesi genellikle bu durumu tanimlamak icin
kullanilir (Sekil 9-56). Bu sonug ayrica levhalar sonsuz uzunlukta oldugun-
dan herhangi bir x konumunda 6zel bir durumun bulunmadigini ifade eden
Kabul 1'den de elde edilebilir. Buna ek olarak u zamanin (Kabul 2) veya
z'nin (Kabul 6) fonksiyonu olmadigindan, sadece y'nin fonksiyonudur.

Siireklilik denkleminin sonucu: u = u(y) (2)
V 1% Hiz profilinin asagiakim mesafesi ile
| degismedigi tam gelismis akis alani
T | bolgesi. Tam gelismis akislara uzun

X ve duz kanallar ile borularda

"2 rastlanir. Sekilde tam gelismis
Couette akisi gosterilmistir. Burada
X, 'deki hiz profili x,'deki hiz profili ile
aynidir.



Simdi de x-momentum denklemini mamkan oldugunca sadelegtirelim.
Bir terimin Gzerini ¢izerken asagida yaptigimiz gibi bunun nedenini altina
yazmak faydalidir:

_ U V- w— | = — y
P it T v 7 ' ﬁ
E — o et '\—V—"

a -- H kabul 7
kabul 2 siireklilik kabul 3 kabul 6 kabul 5
02 o u 02 d*u _
T KK + — + YE —> — =0 (3
he ady* z° dy*
siireklilik kabul 6

Maddesel tarevin (Denklem 3’iin sol tarafi) sifir olduguna ve bunun akiskan
parcaciklarinin akis alaninda hem zamana bagl yerel ivmeye hem de tasi-
nim ivmesine sahip olmadiklari anlamina geldigine dikkat ediniz. Tasinim
ivmesi terimleri Navier-Stokes denklemini lineer olmaktan cikardigl icin bu
terimlerin ortadan kalkmasi problemi énemli dlctide basitlestirmektedir.
Gercekten de tek bir viskoz terim haric Denklem 3’deki diger tim terimler
yok olmus, bunun sonucunda da kalan tek viskoz terim sifir olmak duru-
munda kalmistir. Ayrica, Denklem 2'nin dogrudan bir sonucu olarak Denk-
lem 3'teki kismi tlrev (d/dy), toplam tireve (d/dy) donismustir. Burada
ayrintiya girmeyecegiz ancak benzer bir yolla y-momentum denklemindeki
(Denklem 9-61c) terimlerin de timunin sifira gittigini gbsterebilirsiniz.
Bunun sonucunda da,

oP

0 4
PY (@)

elde edilir. Diger bir ifadeyle basinc P, y'nin fonksiyonu degildir. P ayrica
zamanin (Kabul 2) veya x'in (Kabul 5) fonksiyonu da olmadigindan sadece
Z'nin fonksiyonudur.

y-momentum denkleminin sonucu: P = P(2) ()]
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Son olarak Kabul 6’y dikkate alarak z-momentum denkleminden (Denklem
9-61d)

oP dP

% 2 Pg (6)
elde edilir. Burada kismi ttrevden toplam tiireve gecmek icin Denklem 5’i
kullandik.

Adim 4 Diferansiyel denklemleri ¢éziin. Sureklilik ve y-momentum denk-
lemleri zaten “¢ozialmus” ve bunun sonucunda sirasiyla Denklem 2 ve 5
elde edilmistir. Denklem 3’tn (x-momentum) iki kez integrali alinarak,

u=0Cy+C, (7)

bulunur. Burada C; ve C, integral sabitleridir. Denklem 6 bir kez integre
edilerek, asagidaki gibi bulunur.

P = —pgz+ ( (8)

Adim S Sinir sartlarini uygulayin. Denklem 8 ile baglayalim. Basing igin
bir sinir sarti belirtmedigimizden, C; bir sabit olarak kalabilir. (Sikistirila-
maz akis icin mutlak basincin, sadece akis icerisinde bir noktadaki

P basinci biliniyorsa belirlenebilecegini hatirlayiniz). Ornegin z = 0'da

P = P, alirsak bu durumda C; = F, olur ve Denklem 8,

Basing alani i¢in nihai ¢doziim: P=P,— pgz (9)

halini alir. Dikkatli okurlar Denklem 9'un basit bir hidrostatik basinc dagili-
mini temsil ettigini (z arttikca lineer olarak azalan basing) fark edeceklerdir.
En azindan bu problem icin hidrostatik basincin akistan bagimsiz olarak
etkidigi sonucuna ulasgiyoruz. Daha genel olarak asagidaki sonucu ifade
edebiliriz (Ayrica, bkz. Sekil 9-59):
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Serbest y[Jzej.r icermeyen 5|k|§f|rllamaz akis alanindaki hidrostatik basincin
akis alaninin dinamigine etkisi yoktur.

Bu nedenle Bélim 10'da, toplam basing terimini kullanarak hareket denk-
lemlerindeki hidrostatik basing terimini nasil yok edilebilecegini gbsterecegiz.

. Serbest ylizey icermeyen
8 sikistirilamaz akis alanindaki
hidrostatik basincin akis alaninin

|

Phidrostatik

X veyay dinamigine etkisi yoktur.

Simdi de C, ve C, sabitlerini bulmak i¢in adim 2'den (1) ve (2) sinir
sartlarini uygulayalim.

Swmur sartt (1): u=C, X0+¢=0 —- 6 =0
ve
Swmr sarti (2): u=C,Xh+0=V — C, =Vh

Son olarak Denklem 7/,

Hiz alam icin nihai sonug : u = VI_ (10)
(i

halini alir. Bulunan hiz alani Sekil 9—60'den goruldia gibi, alt levhada

u = O'dan ust levhada u = V'ye kadar degisen lineer bir hiz profili ortaya

koymaktadir.

Adim 6 Sonuclari dogrulayin. Denklem 9 ve 10'u kullanarak tim diferan-
siyel denklemlerin ve sinir sartlarinin saglandigini gésterebilirsiniz.
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Ornek 9-15'deki lineer hiz
profili: Paralel iki levha
arasindaki Couette

akisl.

= ¥

Alt levhaya birim alan basina etkiyen kayma kuvvetini hesaplamak icin
alt yozu alt levhayla temas halinde bulunan dikddrtgen seklinde bir akis-
kan elemani g6z ontine alalim (Sekil 9-61). Matematiksel olarak pozitif olan
viskoz gerilmeler sekil tzerinde gosterilmistir. Verilen durumda diferansiyel
elemanin Gzerindeki akiskan elemani saga dogru cekerken; elemanin altin-
daki ceper elemani sola dogru cekmektedir. Sekil 9-61'de gosterilen gerilme

yonleri buna uygun olarak secilmistir. Denklem 9-56'dan viskoz gerilme
tensorantn bilesenlerini yazalim:

dx dy  oOx dz h
av ot ov v ow Vo .

(fhi-‘ N fhf) (f'h-t-‘ i f'}v) 5 ow 0 0 0
. L L L . 80
ax oz H ay oz # az



Alt yuzi Ornek 9-15'deki alt lavha
ile temas halinde bulunan
dikdortgen seklindeki iki-boyutlu
diferansiyel akiskan elemanina
etkiyen gerilmeler

Gerilmenin tanimi birim alana etkiyen kuvvet oldugundan, taban ylzeyinde
birim alan bagina etki eden kuwvet 7, = uV/h degerine esittir ve sekilde
gosterildigi gibi negatif x-yontnde etkir. Ceperde birim alan basina kayma
kuvveti ise buna esit ve zit yondedir (Newton’un tGclnci yasasi). Buradan,

F_ V-

o 7! P ] (12)
elde edilir. Bu kuvvetin yonu sezgilerimizle uyusmaktadir; yani akigskan viskoz
etkilerden (strtiinme) dolay! alt ceperi saga dogru cekmeye calismaktadir.
irdeleme Lineer momentum denkleminin z-bileseni, geri kalan denklem-
lere bagli degildir. Bu durum akigkanin statik halde olmamasina ve hare-
ket halinde bulunmasina ragmen, neden bir hidrostatik basin¢ dagilimi elde
ettigimizi aciklamaktadir. Denklem 11 viskoz gerilme tensoriiniin sadece alt
ceperde degil akis alaninin her yerinde sabit oldugunu gostermektedir (7;/nin
bilesenlerinden hic birinin konuma bagli olmadigina dikkat ediniz).

Ceperde birim alan basina etkiyen kayma kuvveti :



Dénel bir viskozimetre: Igteki silindire
Tyyguianan Momenti uygulanarak o acisal
hiziyla dondurtlmekte ve buradan
akiskanin viskozitesi hesaplanmaktadir.

Akigkan: p, p

\\\ "',,l.-_ IR H Rf:l o R." e Rrx o R!-

Dénen ig silindir wk .
Sabit dhs silindir Tvikor = TAR; = p o1 IR (2mR.L) R,
o M
. o o . {Ro o R:}
Akigskan viskozitesi: B = T youtanan 2TwR3L
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V
=

= _ i Hareketli levha |
B ORNEK 9-16 Basinc Gradyeni Uygulanmis Couette AKkisi ! |
- ) o hi Akiskan: p, u |
B Ornek 9-15'teki geometriyi tekrar géz éntne aliniz, ancak bu sefer x'e gére . |
. . . . : : ! LY
W sabit olan basing yerine, x-ydniinde bir basing gradyeni bulunsun. (Sekil llpl Sabit levha lP?T .
9-63) x-yoniindeki bu basin¢ gradyeninin (dP/dx) sabit kaldigini ve I ! -
% op_ Py= Py %
_ ox XX
veulanan basing gradyent: PO — = sabit (1) $EKiL 9-63
, Ornek 9-16"nin geometrisi:
ile verildigini varsayalim. Burada x; ve x,, x-ekseni boyunca keyfi iki konum; dP/ox buytikligiinde sabit bir
P, ve P, ise bu noktalardaki basinglardir. Geri kalan her sey Ornek 9-15'teki- basing gradyeninin uygulanmasi
lerle aynidir. (a) Hiz ve basing alanini hesaplayiniz. (b) Boyutsuz bigcimde hiz ile iki sonsuz buytklukteki levha
profili ailesi giziniz. arasinda olusan viskoz akis.
Ust levha hareketli alt levha ise
sabittir.

Analiz (a) Ornek 9-15'te izlenen yolun ay_nlsml izleyecegiz. Cogu cebirsel
islemler ayni oldugundan sadece farkliliklara deginelim.

Adim 1 Sekil 9-63’e bakiniz.
Adim 2 Kabul 5 hari¢ Ornek 9-15'tekilerle aynidir.

Adim 3 Sireklilik denklemi Ornek 9-15'te oldugu gibi ayni sekilde sade-
lestirilir.

Stireklilik denklemi sonucu: u = u(y) (2)
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DIKKAT!
KISMi INTEGRAL ALIRKEN

DIGER DEGISKEN(LER)IN
BiR FONKSIYONUNU
EKLEYIN

SEKIL 9-64

Kismi integral hakkinda bir uyar.

x-momentum denklemi Ornek 9-15'te oldugu gibi sadelestirilir, ancak bu
sefer basing gradyeni terimi tutulur. Bu durumda sonug,

f du 1 aP @)
X-MOMERTUM SONUCH: = —

dy-  poox
olur. Benzer sekilde y-momentum ve z-momentum denklemleri de,

aP
Y-FIOMERTR SORUCH F™ =0 (4)
ve
apP

Z-TMOMENTUM SONUCH Frl —pg (5)

seklinde sadelestirilir. Denklem 5'teki basing gradyeni terimini, P'nin hem
x'e hem de z'ye bagh olmasindan Gtird kismi tlrevden toplam tireve do-
nistiremeyiz. Bu durum F'nin sadece Z'ye bagh oldugu Ornek 9-15"ten
farklidir.

Adim 4 Denklem 3'd (x-momentum) (dF/dx)"in bir sabit oldugunu géz
dniine alarak iki kez integre edelim:

1 aP
- f [ li: =——y+Cy+C 6
X-MOMERTUMUR (ntegrali u ™ ¥ ¥ 2 (6]
Burada C; ve C; integral sabitleridir. Denklem 5 (z-momentum) bir kez
integre edilerek

Z-momentumun integrali: P = —pgz + fix) M

elde edilir. P'nin hem x’'in hem de Z nin fonksiyonu olmasindan dolay,
Denklem 7'de bir integral sabiti yerine x'e bagh bir fonksiyon ekledigimize
dikkat ediniz. Bu Z'ye gdre bir kismi integral islemidir ve kismi integral
islemlerini yaparken dikkatli olunmalidir (Sekil 9-64).

Adim 3 Denklem 7'den basincin zydniinde hidrostatik olarak degistigi
gorilmektedir ve basing igin x-ydniinde lineer bir degisim verilmistir. Buna
gore fx), bir sabit ile aFdx"in x ile carpimimin toplamina esit olmalidir.
Eger (x = 0, z = 0) cizgisi (y-ekseni) boyunca P = F; alirsak Denklem 7,

aP
Basing alant igin nihai sonug: P=P,+ ax - pgz t§



halini alir. Simdi de C; ve C, sabitlerini bulmak icin Omek 9-15"in 2'inci
adimindan (1) ve (2) hiz sinir sartlanni uygulayalim:

Stnur garn (1)

1 dP
H=—"—X0+C X0+C=0 — C,=0
2 dx
ve
Stnur garn (2):
1 daP v 1 dP
U=——n+CxXh+0=V = C=————h
2u dx h 2p dx
sonug olarak Denklem &,
Vy 1 aP
=—=+——0'—h 9
= 2p Ox (¥ y) (9

olarak elde edilir. Denklem 9, hiz alanimin iki farkh profilin toplamindan
(siperpozisyonundan) olustugunu gdstermektedir. Bunlar; alt levhada

u = 0'dan Ost levhada u = Vye lineer sekilde degisen bir huz profili ile
uygulanan basing gradyeninin biyikldgine bagh parabolik bir hiz profilidir.
Eger basing gradyeni sifir olursa Denklem 9'un parabolik kismi gider ve hiz
profili Ornek 9-15"te oldugu gibi sadece lineer olur. (Sekil 9-65"te kesikli
kirmizi ¢izgi ile gosterilmistir). Eger basing gradyeni negatif (x-yoniinde
azalan ve alkisin soldan saga dogru itilmesine neden olan basing) yani
dPldx < 0 ise, bu durumda hiz profili Sekil 9-65'te gosterildigi gibi olur.
V' = 0 (st levha sabit) olmasi halinde, Denklem 9'daki lineer hiz profilinin
kayboldugu dzel bir durum olusur. Bu durumda hiz profili parabolik ve
kanal merkezine (y = h/2) gore simetrik bir hal alir. Bu hal Sekil 9-65'te
noktal cizgi ile gostenimistir.

Adim & Denklem 8 ve S'u kullanarak ilgili diferansiyel denklemlerin ve
sinir sartlannin saglandigini dogrulayabilirsiniz.

SEKIL 9-65

Ornek 9-16"nin hiz profili:

Paralel iki levha arasinda negatif
basing gradyeni uygulanarak
olusturulan Couette akisi; kesikli
kirmmizi ¢izgl basing gradyeninin
sifir oldugn durmmdaki hiz profilini,
noktali ¢izgl ise st levhanin sabit
oldugu (V = 0) ve negatif bir basing |
gradyeninin uygulandig durumdaki
hiz profilini gdstermektedir.



(b) Boyutsuz IT gruplarini olusturmak tzere boyut analizini kullanacagiz. u
hiz bilesenini y, h, V, p ve dPlax'in fonksiyonu olarak duastnelim. Alt1 degis-
ken (bagimli degisken u dahil) ve problemde temsil edilen ¢ ana boyut
(katle, uzunluk ve zaman) bulundugundan, 6 — 3 = 3 tane boyutsuz grup
beklenmektedir. h, Vve u'yl tekrarlayan degiskenler olarak aldigimizda, tek-
rarlayan degiskenler yontemini kullanarak asagidaki sonucu elde ederiz. (Ara
islemler size birakilmis olup bu problem, B6élum 7'de Ggrenilenlerin tekrar
edilmesi acisindan iyi bir 6rnektir):

5 . " (1 h? &P) (10
ut Z SONUCU — =M\
oyut analizinin sonucu v I T o
Bu t¢ boyutsuz grubu kullanarak Denklem S'u:
1
Hiz analizinin boyutsuz bicimi: u* = y* + ;P“:y:“{y*‘ - 1) (11)

olarak ifade edebiliriz. Burada boyutsuz parametreler;

, 2 -
wrF = i 1||I:l‘r’f‘= y P h~ oP

v Y T T uV

olarak belirlenmistir. Sekil 9-65'te u*, birkag farkli P* degeri icin Denklem
11 kullantlarak y*'in fonksiyonu olarak cizilmistir.
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SEKiL 9-66 0r ] \ \ [ /,/
Basing gradyeni etkisi altindaki A N f/..a-'""f
Couette akisina ait boyutsuz hiz . ..---"""."r
profilleri; profiller boyutsuz basing L1 R o e e o s e e e e T T T T [T T T T[T T T T [ TT 11
gradveninin farkh degerleri i¢in -1.5 -1 0.5 0 0.5 1.5 2 25
clzilmistir. u* =ulV

SEKIL 9-67

Iki-boyutlu tam gelismis kanal
akisina (diizlemsel Poiseuille akisi)
ait huz profili.

irdeleme Sonug boyutsuzlastinldiginda, Denklem 11%in bir iz profili aile-
sini temsil ettigi goralmektedir. Ayrica basing gradyeni pozitif (safdan sola
) itilen akis) ve yeterince bOyOk oldugunda kanalin taban kisminda fers akis

¥ olusacafi anlasiimaktadir. Tom durumlarda sinir sartlan y* = 0'da u™ = 0

1 P ve y* = 1l'de u* = 1 halini alir. Eger bir basing gradyeni var ve her iki

levha da sabitse, akis iki-boyutlu kanal akisi veya dizlemsel Poiseuille aki-
sidir (Sekil 9-67). Bununla birlikte cofu yazann Poiseuille akisi adinl tam

geligmis boru akigi, yani iki-boyutlu kanal akigimin eksenel simetrik benzeri
(bkz. Ormek 9-18), icin kullandigini belirtelim.
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SEKIL 9-68

Ornek 9-17 nin geometrisi:
Diisey bir ceper boyunca
yercekimi etkisi ile akan
viskoz yag filmi.

ORNEK 9-17 Diisey Bir Ceperden Yercekimi Etkisiyle
Asagi Dogru Akan Yag Filmi

Sonsuz bir disey ceper boyunca asagl dogru yavasca suzilen daimi, sikistiri-
lamaz, cepere paralel, laminer bir yag filmini géz 6nine aliniz. (Sekil 9-68).
Yag filminin kalinhig1 h olup yercekimi negatif z-ydniinde etkimektedir. (Sekil
9-68'de asagl dogru). Akisi zorlayan hicbir basin¢ gradyeni bulunmamakta
ve yag sadece yercekimi etkisiyle stzilmektedir. Yag filmi icerisindeki hiz
ve basing alanlarini hesaplayiniz ve boyutsuz hiz profilini giziniz. Cevredeki
havanin hidrostatik basincindaki degisim ihmal edilmektedir.

l;‘f)ZUM Verilen bir geometri ve sinir sartlari icin hiz ve basin¢ alanlarini
hesaplayip hiz profilini gizecegiz.

Kabuller 1 Ceper yz-duzleminde sonsuzdur (y sayfa duzleminin icine
dogrudur). 2 Akis daimidir (zamana gore tum kismi tarevler sifirdir). 3 Akis
paraleldir (hizin x-bileseni v her yerde sifirdir). 4 Akiskan sikistirilamaz ve
sabit ozelliklere sahip Newton tipi bir akigkan, akis ise laminerdir. 5 Basing
serbest ylizeyde P = P, = sabittir. Diger bir deyisle, akisi zorlayan bir
basin¢ gradyeni yoktur. Akis, agirhik kuvvetleri ile viskoz kuvvetler arasindaki
bir dengeye goére olusmaktadir. Ayrica yatay yonde agirlik kuvveti bulunma-
digindan her yerde P = P, _'dir. 6 Hiz alani tamamen iki-boyutlu, yani hiz

atm
bileseni » = 0 ve yye gore tum kismi turevler sifirdir. 7 Yercekimi ivmesi

negatif z-yéninde etki etmektedir. Bunu matematiksel olarak g = —gk veya
& = 8 = 0 ve g, = —g seklinde ifade edebiliriz.

Analiz Diferansiyel akis coézimlemeleri icin adim adim c¢6ziim yontemini
izleyerek hiz ve basing alanlarini elde edelim. (Sekil 9-52):

Adim 1 Problemi ve geometriyi tanimlayin. Sekil 9-68’e bakiniz.
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Adim 2 Kabulleri ve sinir sartlarini siralayin. Yedi tane kabul siraladik.
Sinir sartlari ise: (1) Ceperde kayma yok; x = 0 'da u = v = w = 0'drr.

(2) Serbest yluzeydeki (x = h) kayma gerilmesi énemsizdir (Denklem 9-68).
Goz 6nline alinan dasey koordinat sistemi icin bu durum x = h'de

awldx = O olur.

Adim 3 Diferansiyel denklemleri yazin ve sadelestirin. Buna kartezyen
koordinatlardaki sikistirilamaz sireklilik denklemi ile baslayalim:

oyt oy ow , ow _
- = + — =0 o — =0 (1)
X y dz oz

kabul 3 kabul 6

Denklem 1 bize w'nin Z'ye bagl bir fonksiyon olmadigini ifade etmektedir,
yani orijin noktasini nereye yerlestirecegimizin bir 6nemi yoktur. Akis Z'nin
her konumunda ayni kalmaktadir. Diger bir ifadeyle akis tam gelismistir.
w, zamanin (Kabul 2), Znin (Denklem 1) veya y'nin (Kabul 6) fonksiyonu
olmadig@indan, w'nin sadece x'in fonksiyonu oldugu goéralr:

Siireklilik denkleminin sonucu: w = wi(x) (2)

Simdi de Navier-Stokes denkleminin her bir bilesenini mimktn
oldugunca sadelestirelim. Her yerde u = v = 0O oldugundan ve yercekimi
Xx- ve y-yéninde etkimediginden, x- ve y-momentum denklemleri tam olarak
saglanir. (Aslinda her iki denklemdeki tim terimler O'dir). Zmomentum
denklemi ise,

(31 u% v% + w%)z— —- P8

kabu] 2 kabu] 3 kabul 6 siireklilik kabul 5 —pg
a*w W Fw d*w |
+ - - 3)
p| = . . — =—
dx? y: z2 dx? I
kabul 6 siireklilik

(7 o U
" UYARI |

Eger u = u(x) ise,
kismi diferansiyel
yerine adi
diferansiyel
kullanin:
ou _, du
ox dx

§EKi|. 9-69
Ornek 9—-15°ten Ornek 9-18°e

kadar olan 6rneklerdeki hareket
denklemleri, kismi diferansivel

denklemlerden adi diferansivyel

denklemlere indirgenerek cok daha

kolay bir sekilde ¢o6ziilebilir.
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sonucunu verir. Maddesel ivme (Denklem 3’lin sol tarafi) sifirdir ve bu du-
rum akiskan parcaciklarinin akis alaninda hem yerel ivmeye hem de tasinim
ivmesine sahip olmadigl anlamina gelir. Navier-Stokes denklemini lineer
olmaktan c¢ikaran tasinim ivme terimleri ortadan kalktigl icin problem dnemli
Olcude basitlesmis olur. Bu arada Denklem 2'nin dogrudan bir sonucu olarak
Denklem 3’teki kismi tiirevi (a/ax) toplam tireve (d/dx) donustirerek kismi
diferansiyel denklemi (KDD) adi diferansiyel denkleme (ADD) indirgemis
olduk. Bilindigi gibi adi diferansiyel denklemlerin ¢ézimu kismi diferansiyel
denklemlerin ¢cé6zimunden ¢ok daha kolaydir (Sekil 9-69).

Adim 4 Diferansiyel denklemleri ¢oziin. Sureklilik ile x- ve y-momentum
denklemleri zaten “c¢ozulmus” durumdadir. Denklem 3 (z-momentum) iki
kez integre edilerek,

¥
w="080 Cx + C, (4)

2p

Adim 5 Sinir sartlarini uygulayin. C, ve C, sabitlerini bulmak i¢in adim
2'den (1) ve (2) sinir sartlarini uygulayalim:

Swnir sarte (1): w=0+0+C=0 C,=0
ve
dw g N
Swnir garte (2): i) = &h +C, =0 — (| = L
dx /) ._, M i

Sonug olarak Denklem 4;

rX
= = (x — 2h) (5)
2p

Pg , Pg
_PE

= hx
2p M

Hiz alani: W

halini alir. Film icerisinde x < h oldugundan beklendigi gibi w her yerde
negatiftir (akis asagl dogrudur). Basing alani ise énemsizdir, yani her yerde
P = P, dir.

Adim 6 Sonuclari dogrulayin. Tum diferansiyel denklemlerin ve sinir
sartlarinin saglandigini dogrulayabilirsiniz. Denetleme yoluyla
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x* = x/h ve w* = wul(pgh?) alarak Denklem 5,

Boyutsuz hiz profili : w¥ = —(x* — 2) (6)

olarak ifade edilebilir. Boyutsuz hiz alani Sekil 9-70'de cizilmistir.

irdeleme Hiz profili, ceper tzerindeki (x = 0’da w = 0) kaymazlik sartindan
dolayr bu civarda buyuk bir e§ime sahiptir. Buna karsin sinir sartinin sifir
kayma gerilmesi oldugu (x = h'de ow/ox = 0) serbest ylizeyde hiz profilinin
egimi sifirdir. Serbest yuizeyde w* degerinin —1 yerine 1’e esit olabilmesi igin
w* 'nin taniminda -2 carpanini kullandigimiza dikkat ediniz.

G —

0.1

0.2 \\
B \

w ] \

0.3 N
N \

0.4 N
™~ Ceper AN Ornek 9—17"ye ait boyutsuz hiz
_ P NI, e T .

05 ~L_ | profili: Diisey bir ¢ceper boyunca akan
- Serbest ylizey —_ bir yag filmi
: ‘\_‘_\- y L

_06 | I U L A U D A I I |
0.2 04 06 0.8 1

x¥

=
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ORNEK 9-18 Dairesel bir Borudaki Tam Gelismis
AKIs — Poiseuille AKisI

MNewton tipi bir akiskanin D capinda (yancap R = D/2) sonsuz uzunluktaki
bir boru icinde daimi, sikistinlamaz ve laminer akisini goz anane aliniz (Sekil
9-71). Yercekimi etkileri ihmal edilmekte ve x-yonGUnde sabit bir basing
gradyeni (@FP/ax) uygulanmaktadir:

. Liveul h F| dveni- E_u— hi mn
$EKILE—TI YEULGRAN Pasing gradyent: . = X, — 1, = saDit
Omek 9-18"in geometrisi: Uzun, Bu ifadede x, ve x,; x-ekseni boyunca iki keyfi konum, P, ve P, ise bu
- dairesel bir borudaki daimi. laminer konumlardaki basinglardir. Eksenel bilesen z yerine burada x'i kullandigimiz
akag: akiskam boru icerisinde hareket bir silindirik koordinat sistemini, yani (r, 8, x) ve (u,, U, U)'yi benimsedigi-
ettirmek icin dF/dx basing gradyeni mizi belirtelim. Boru icerisindeki basing alani igin bir ifade toretiniz ve boru
uygulanmalidir. Basing gradyeni ceperine birim y0Ozey alani basina etkiyen viskoz kayma kuvvetini hesaplayi-
genellikle bir pompa ve/veya niz.

vercekimi ile saglanir.

l;ﬁZUM Dairesel bir boru icerisindeki akisa ait hiz alanini hesaplayacagiz ve
boru ceperine etki eden viskoz kayma gerilmesini belirleyecegiz.

Kabuller 1 Boru x-yéninde sonsuz uzunluktadir. 2 Akis daimidir (zamana
gore tim kismi turevler sifirdir). 3 Paralel akis séz konusudur (hizin r-bile-
seni u, sifirdir). 4 Newton tipi akiskan sabit Gzelliklere sahiptir, akis sikisti-
rilamaz ve laminerdir (Sekil 9-71). 5 x-yénlnde, basin¢ gradyeninin sabit
oldugunu ifade eden Denklem 1 uyarinca x ile lineer olarak degisen sabit
bir basin¢g uygulanmistir. 6 Hiz alani déonimsiz ve eksenel simetriktir, yani
u, = 0 ve @'ya gore tim kismi tdrevler sifirdir. 7 Yercekimi etkileri goz ardi
edilmektedir.

Analiz Hiz alanini elde etmek icin Sekil 9-52'de 6zetledigimiz adim-adim
¢6ziim yontemini izleyecegiz. 92

Adim 1 Problem ve geometriyi tammlayin. Sekil 9-71'a bakiniz.



Adim 2 Kabulleri ve sinir sartlarini siralayin. Yedi tane kabul siraladik.
Birinci sinir sart1 boru r;epermdekl kaymazlik sartindan elde edilir: (1)
r= R'de V = 0. Ikincisi ise boru ekseninin bir simetri ekseni olmasindan-
dir: (2) r= O'dadgular=0

Step 3 Diferansiyel denklemleri yazin ve sadelestirin. Bunu yapmaya
silindirik koordinatlardaki sikistirilamaz siireklilik denkleminin (Denklem
9-62a) degistirilmis bir sekliyle baslayalim:

1 of /K’} ﬁ'(,u/]r ﬂi o

=0 — =10 (2)
}/ or / af ﬂx - ax
L_v._-ﬁ' e —
kabul 3 kabul 6

Denklem 2 bize v'nun x'e bagh bir fonksiyon olmadigini ifade etmektedir.
Diger bir deyisle orijini nereye yerlestirecegimizin bir nemi yoktur, yani
akis x'in her konumunda aynidir. Bu sonug boru sonsuz uzunlukta oldu-
gundan herhangi bir x konumuna 6ze! bir durumun olmadigini ifade eden
Kabul 1'den de cikarilabilir. Yani akis tam gelismistir. Ayrica u, zamanin
(Kabul 2) veya 8’ nin (Kabul &) bir fonksiyonu olmadigindan sadece r'nin
fonksiyonudur:

Stlreklilik denklemi sonucu : H = ur) (3)

Simdi de eksenel momentum denklemini (Denklem 9-62d'nin degistirilmis
sekli) mimkiin oldugunca sadelestirelim:

( e N o L B ale N ﬁlu)
u,—— —
ﬁr "dr y ol fix

e e — e

l\.l.hLIl 2 kabul 3 kabul 6 sitireklilik
P R (1 a(rau) L] aﬁ,n/Jrfg)
ax 2 - rdar\, or 90> .’
Far, &
kabul 7 kabul 6  siireklilik
veya

1 d a‘u 1 ap
—— — (4)
rdr dr ,u dx

DIKKAT: TAM COZUM
YALNIZCA LAMINER
AKIS ICIN
MUMKUNDUR

SEKIL 9-72

Navier-Stokes denkleminin

tam analitik ¢coziimleri tiirbiilansh
akis icin gecerli olmayip, burada
sunulan drneklerde oldugu gibi
sadece laminer akis icin gecerlidir.
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Urnek 9-15'den Ornek 9—1?’ye kadar oldugu gibi maddesel ivme Ex—mﬁ:—
mentum denkleminin sol tarafi) sifirdir ve dolayisiyla akiskan parcaciklari
bu akis alaninda higbir ivmeye sahip degildir. Bu sayede Navier-Stokes

denklemi (Sekil 9—73) lineer bir bigime indirgenir. Burada Denklem 3'e
dayanarak u'nun kismi tdrevli ifadelerini toplam tiirev operatorii ile degistir-
dik. Benzer sekilde, basing gradyeni terimi harigc -momentum denklemin-
deki (Denklem 9-62b) her bir terim sifirdir ve bu nedenle yalniz kalan tek
terim olan basing gradyeni de sifir olmak zorundadir:
dP

— =0

r-momentum: (5)
or

Diger bir ifadeyle P, r'nin fonksiyonu degildir. P, zamanin (Kabul 2) veya

#'nin da (Kabul 6) fonksiyonu olmadigindan sadece x'in fonksiyonudur:

r-momentumun SOnucH: P = P(x) (6)

Dolayisiyla sadece x ile degistiginden; Denklem 4'teki basing gradyeni teri-
mi i¢in, kismi tlrev operatoriind toplam tiirev operatériiyle degistirebiliriz.
Sonug olarak Navier-Stokes denkleminin 6-bilesininin (Denklem 9-62c)
tim terimleri sifira gider.

Adim 4 Diferansiyel denklemleri ¢ézin. Sireklilik ve r-momentum denk-
lemleri sirasiyla Denklem 3 ve 6 ile sonuglanarak zaten “gézilmista™.
#-momentum denklemi de ortadan kalktigindan geriye sadece Denklem 4
(x-momentum) kalir. Denklemin her iki tarafini r ile carpip bir kez integre
ederek,

dau  r* dP

r—=——+C(, ¥)

dr  2up dx
elde ederiz. Burada C; bir integral sabitidir. Basing gradyeni dF/dx’in sabit
olduguna dikkat ediniz. Denklem 7'nin her iki yanini bu kez r ile béltp
tekrar bir integral islemi yaparsak,

L cmr+cC (8)
Y

i

buluruz. C, ikinci integral sabitidir.

Navier-Stokes Denklemi

p (ﬂ H(VV)WV ): VP4 pp+ uviV

dr \

Lineer olmayan terim

SEKIL 9-73

Navier-Stokes (NS) denklemindeki
tasium terimi denklemdeki lineer
olmayan tek terim oldugundan, bu
teriminin sifir oldugu sikistinlamaz
akig coziimlerinde NS denklemu
lineer hale gelir.
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Edlm 9 Swumir sartlarini ﬁygu!aym. |lk olarak (2) é.mlr sartim Denklem ?'fe
uygulayalim:

Stnir gartt (2): 0=0+C —= C =0

Bu simir sartini, u'nun borunun merkez ekseninde sonlu bir deger almasi
gerektigi seklinde de yorumlayabiliriz. Bu ise ancak, Denklem 8'de In(0)

tamimsiz oldugundan, C;’in sifira esit olmasiyla mimkin olabilir. Simdi de
(1) simir sartimi uygulayalim:

V=i, = g2

R dP R dP
Stnir gart (1): u= —+ 0+ =0 = =—7"—
sonug olarak Denklem 7,
1 dP

?EH". 9-74 Eksenel hiz: H = EE r* — RY) (9)
Omek 9—-18’¢ ait eksenel hiz pro- o B . ) i L
fili- Uzun bir dairesel borudaki h;llnl all_r bun; gore eksenel hiz profili, Sekil 9-74'de cizildigi gibi parabe-
daimi, laminer akis; akiskam boru e b
icerisinde hareket ettirmek icin dP/dx Adim & Sonuglan dogrulayin. Tam diferansiyel denklemlerin ve sinir sart-
biiyiikliigiinde sabit bir basing gradyem laninin saglandigimi gosterebilirsiniz.
uygulanmalidir.

Burada tam gelismis laminer boru akisinin diger bazi &zellikleri de hesap-
lanabilir. Ornegin maksimum eksenel hizin borunun merkezinde olusacagl
aciktir (Sekil 9-74). Denklem 9'da r = O alarak maksimum hiz,

R? dP
Maksimum eksenel hiz : Uppaks = _EE (10)
olarak bulunur. Borudan gecen hacimsel debi ise Denklem 9'un borunun
tim kesit alani boyunca integre edilmesiyle bulunabilir:

2m R R

. 27 dP R* dP

U=J J itrdrdEJ:—TT—J (" — Ryrdr= ——= (1)
0=0 Jr—o ap dx |y S dx

=0



Ote yandan hacimsel debi borudaki ortalama eksenel hiz ile boru kesit

alaninin carpimina esit oldugundan, ortalama eksenel hiz V kolayca buluna-

bilir: .
—wRY8 ) (dP/dx

Ortalama eksenel hiz: v = L ) _ R dp

F=I R __'Sp.iir

(12)

Denklem 10 ve Denklem 12'yi karsilastirdigimizda, tam gelismis laminer
boru akisi icin ortalama eksenel hizin, maksimum eksenel hizin tam yarisi
oldugunu géririz.

Boru ceperine birim yizey alani basina etki eden viskoz kayma kuwvetini
hesaplamak icin boru tabamina bitisik diferansiyel bir akiskan elemanim goz
onine alahm (Sekil 9-75). Sekilde basing gerilmeleri ve matematiksel olarak
pozitif olan viskoz gerilmeler gdsterilmistir. Denklem 9-63"ten (koordinat sis-
temimize gdre degistirilmis olan) viskoz gerilme tensori,

cld
0 0 p—
Ter T Thx ol
Ti=| T T Ta|= 0 0 0 (13)
T T T chi
ol

seklinde ifade edilebilir. u icin Denklem 9'u kullanip boru ceperinde r = R
alalim. Bu durumda Denklem 13%teki 7, bileseni,

Boru geperindeki viskoz kayma gerilmesi: e (14)
haline indirgenir. Soldan safa dogru akis igin dP/dx negatiftir ve bdylece
ceperdeki akiskan elemaminin tabanindaki viskoz kayma gerilmesi Sekil
9-75'te gosterilenin tersi yéndedir. (Boru ceperi akiskan Gzerine engelleyici

bir kuvvet uyguladigindan bu durum sezgilerimizle uyusmaktadir). Buna gdre
ceper Uzerinde birim alan basina kayma kuwveti buna esit ve ters yindedir.

(15)

Ceper fizerine birim alana F R dP —
etki eden viskoz kayma kuvveti : A 2 !

Eksen gizgisi
= l‘ﬂ
TF.'.'
- ——___—_——_. AP dx
i | PrarT
Y Tar | |
— || d'r: -
p_dPdr | i 5
ar T | dr |
e
: T, Borugeperi ‘.
p ?
SEKIL 9-75
Alt yiizii boru ¢eperiyle temas

eden diferansiyel akiskan

elemam dizerine etkiven basing
ve viskoz kayma genlmeler.



Bu kuwvetin yoni yine sezgilerimizle uyusmaktadir; yani, dP/dx negatif oldu-
gunda sirtinmeden dolayr akiskan boru ceperini saga dogru cekmeye calis-
maktadir.

Irdeleme Boru ekseninde du'dr = O oldugundan burada 7., = 0'dir. Denklem
15" buradaki yaklasimin yerine, bir kontrol hacmi yaklasimi kullanarak elde
etmeye calisin. Bunun igin boru igerisinde herhangi iki x-konumu (x; ve x;)
arasindaki akiskan kontrol hacmi olarak alin (Sekil 9-76). Ayni sonucu elde

Boru geperi

etmelisiniz. (/jpucu: Akis tam gelismis oldugundan 1 kesitindeki eksenel hiz
profili ile 2 kesitindeki aymidir). Borudan gecen hacimsel debi kritik bir degeri
astiginda akista kararsizliklar olusur ve burada verilen ¢ozim gecerliligini kay-
beder. Bu durumda borudaki akis laminer degil tirbdlansli olur. Tarbilansh
boru akisi Bolim 8'de daha ayrintilh olarak anlatiimuistir. Aynica bu problem
Bolim 8'de farkh bir yolla da ¢dzilmdstir.

X ﬂlF FE_ F] Ko
dr  x3-x) Buraya kadar olan tiim Nawvier-Stokes coziimlenmiz daimi akislar icindi.
) Akis daimi olmadiginda ve Navier-Stokes denkleminde zamana gére tiirev
SEKIL 9_?51 ) -~ ortadan kalkmadiginda ¢oziimiin ¢cok karmasik olacagum tahmin edebilirsimiz.
Ornek 918 deki Denidem 157 Ancak, daimi olmayan bazi basit akis problemleri analitik olarak ¢éziilebilir.

alternatif bir yontem ile elde etmek

Bunlardan birini Omek 9-19°da ele alacagz.
icin kullamilan kontrol hacmi. v A Biri e ae cagt

97



ORNEK 919 Sonsuz Bilyiiklilkte Diiz Bir Levhanin Ani Hareketi H®
|

xy-dlzleminde z = 0'da konumlandinimis sonsuz bOyQklOkte doz bir levha =
Ozerindeki Newton tipi viskoz bir akiskani gtz ontne alimz (Sekil 9-77) &
Akiskan = 0 aninda hareketsizdir ve tam bu anda levha V hiziyla x-ydnQnde

g=—gk R aniden harekete gecmektedir. Yercekimi negatif zyonande etkidigine gore
v EI basing ve hiz alanlarim hesaplayiniz.
_ X
Sonsuz bilyiikliikte diiz levha l;ﬁIﬂM Aniden harekete gecen sonsuz blyOkldkteki bir levha Ozerinde
. bulunan akiskan icin hiz ve basing alanlan hesaplanacaktir.
SEKIL 9-77 Kabuller 1 Levha x- ve y-dofirultulannda sonsuz uzunluktadir. Bu nedenle
Ornek 9-19"un geometrisi ve belirli bir x- veya y-konumunun ozel bir dnemi bulunmamaktadir. 2 Akis her
kurulumu; y-koordinati sayfa yerde paralefdir (w = 0). 3 Basing x'e gre sabittir, P = sabit. Diger bir deyisle
diizleminin i¢ine dogrudur. akiskan x-yon0nde hareket ettirmek icin uygulanan bir basing gradyeni yoktur.

AkIs sadece hareket eden levhamin neden oldufu viskoz gerilmeler yOzonden
olusmaktadir. 4 Newton tipi akiskan sabit Gzelliklere sahiptir, akis sikistinla-
maz ve laminerdir. 5 Hiz alanm xz-ddzleminde iki-boyutlu dolayisiyla v = O ve
Yye gore tOm tdrevier sifirdir. 6 Yercekimi negatif z-yonande etkimektedir.
Analiz Hiz ve basing alanlanm elde etmek Ozere Sekil 9-52'de tzetlenen
¢ozom yolunu adim—adim izleyecegiz.

Adim 1 Problemi ve geomelriyi faniumiaymn. (Sekil 9-77'e bakiniz).

Adim 2 Kabulleri ve sinir sartlarim siralayin. Altl tane kabul siraladik. Simir
sartlari: (1) £ = O'da her yerde u = 0 (levha harekete gecinceye kadar akis
yok) (2) z = 0’'da tOm x ve y deferleri icin u = V (levha Ozerinde kaymama
kosulu) (3) z— = oldugunda v = 0 (levhadan cok uzakia, hareket eden
levhanin etkisi hissedilmemekiedir) ve (4) z= 0'da P = P, (t0m levha
ylzeyinde herhangi bir x- veya y-Konumunda basing sabittir).

Adim 3 Diferansiyel denklemleri yazin ve sadelestirin. Buna kartezyen
koordinatlardaki sikistinlamaz streklilik denklemiyle (Denklem 9-61a)

baslayalim:
dt dHr gi i
P y e —» P (1}
=y =
kabul 5 kabul 2

Denklem 1 bize u'nun x'in fonksiyonu olmadifini ifade etmektedir. Aynica
u, ¥'nin fonksiyonu olmadigindan (Kabul 5), u'nun sadece 7 ve f'nin fonksi-
yonu oldufu anlasiimaktadir.



Stireklilik denkleminin sonucu: u=uizi (2)

y-momentum denklemi Kabul 5 ve 6 ile (hizin y-bileseni olan v'li tiim

terimler yok olmakta ve yercekimi y-ydniinde etkimemektedir)
aP
— =0 (3)
dv

haline indirgenir. Denklem 3, kisaca bize basincin ¥ nin fonksiyonu olmadi-
gini soylemektedir, boylece;

V-Momentumun SOnucu : P = P(z,1) (4

elde edilir. Benzer sekilde, z-momentum denklemi,
P _
dz

haline indirgenir. Simdi x-momentum denklemini (Denklem 9-61b) mim-
kiin oldugunca sadelestirelim:

ot i L aﬁ) %E
- . ] = — _
P(Eﬂr + HH + v,&v + ™ be | + Eﬁ.

—pg (5)

= = = ——
siireklilik kabul 5 kabul 2 kabul 3 kabul &
N Fl N d- N a*u au a%u ©
T —_— —_— =
M a,:z .12 azl P it - E‘Z
e e
sireklilik kabul 5

Viskozite ve yogunlugun » = u/p olarak tanimlanan kinematik viskozite
altinda ifade edilmesi daha uygundur. Denklem 6 yakindan bilinen bir-bo-
yutlu difiizyon denklemidir (Sekil 9-78 ).

- a2
ar VEL?:E

V-MOMENUMUN SONUCH: (7

Adim 4 Diferansiyel denklemleri ¢ézin. Sireklilik ve y-momentum denk-
lemleri sirasiyla, Denklem 2 ve 4 ile sonuglanarak zaten “cozilmisti”.
Denklem 5 (zmomentum) bir kez integre edilerek,

P = —pgz + fi1) (8)

SEKIL 9-78

Bir-bovutlu difiizyon denklenu
lineer ancak bir kismu diferansiyel
denklemdir (KDD). Bu denklemle
cesithi bilim ve miihendislik
alanlannda karsilasilir.
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bulunur. Burada P iki degiskenin, yani z ve f'nin fonksiyonu oldugundan bir
integral sabiti yerine zamana bagl bir fonksiyon ekledik (Denklem 4'e baki-
niz). Denklem 7 (x-momentum) lineer bir kismi diferansiyel denklem olup,
cozimil iki bagimsiz degisken olan z ve t'nin tek bir bagimsiz degisken ola-
rak ifade edilmesiyle elde edilir. Céziim bir henzerlik ¢dziimil olarak bilinir
ve detaylari bu kitabin kapsami disindadir. Bir-boyutlu difizyon denklemi,
kiitle diftizyonu ve 1s1 difiizyonu (1s1 iletimi) gibi diger pek cok mihendislik
alaninda karsilagilan bir denklemdir ve ayrintili bilgi bu konularda yazilmis
kitaplardan elde edilebilir. Denklem 7'nin ¢dzimi dolayl bicimde levhanin
aniden harekete gecmesinden ileri gelen sinir sartina baglh olup,

x-momentum denkleminin integrali  u = C,[] — erf( - )} (9
2 vt

olarak elde edilir. Bu denklemde erf, hata fonksiyonu olup,

£
Hata fonksivonu : L e dn (10)

2
T

seklinde tanimlanir (Cengel, 2010). Hata fonksiyonu olasilik teorisinde yay-
gin olarak kullanilir ve Sekil 9-79'da cizilmistir. Hata fonksiyonu tablolar
bircok kaynak kitapta bulunabilir. Bazi hesap makineleri ve hesap cizelge-
leri hata fonksiyonunu dogrudan hesaplayabilmektedir. Ayrica bu kitap ile
birlikte verilen EES programinda bir fonksiyon olarak mevcuttur.

Adim 5 Sinir sartlanini uygulayin. Basing icin Denklem 8 ile baslayalim.
Sinir sarti (4) tim zamanlar icin z= 0'da P = P, olmasini gerektirir ve
buna gdre Denklem 8,

Stnir sarn (4): P=0+f0)=Pree — fO)=Fpp

haline gelir. Diger bir ifadeyle keyfi zaman fonksiyonu f(f) zamandan ba-
gimsiz bir sabit olmaktadir. Béylece,

Basing alan icin nihai sonuc: P= P,:EPH— pez (11)

N\

0.8 /‘f
0.6

erf(£)

"'-...h_h__

0.4 /
0.2

I:I TrTTTTTTTTTTTTT

2 25

0 05 1 15
&

SEKIL 9-79
Hata fonksiyonu & = 0’da 0’dan.
& — coacin 1'e kadar degisir.
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seklinde basitce hidrostatik basing olarak elde edilir. Buna gdre hidrostatik
basinc, akistan bagimsiz olarak etkimektedir. Adim 2’den (1) ve (3) sinir
sartlari, adim 4'te x-momentum denkleminin ¢éziimini elde etmek igin
zaten kullaniimisti. erf(0) = O oldugu i¢in ikinci sinir sartindan,

Stnir sart (2): u=Cc(l-0O=v - L=

elde edilir ve Denklem 9,

Hiz alam icin nihai sonug: u 1"'[1 = erf( — ﬂ (12)
‘ ‘ 2wt
haline gelir. Oda sicakligindaki su (v = 1.004 X 10-* m?/s) icin V= 1.0 m/s
alinarak cizilen birkag hiz profili Sekil 9-80'de gésterilmistir. £ = 0 aninda
hi¢ akis yoktur. Zaman gectikce levhanin hareketi akiskan icerisinde beklen-
digi gibi daha fazla hissedilir. Viskoz difiizyonun akiskan icerisine islemesinin
ne kadar uzun sirdigine dikkat ediniz. Hareket eden levhanin etkisi, akistan
15 dakika sonra levhanin 10 cm yukarisinda heniiz hissedilmemistir.
Boyutsuz u* ve z* degiskenlerini,

- i K
Bovutsuz degiskenler : u* = — ve ¥ =
v 2/t
seklinde tanimlayalim. Ardindan Denklem 12'yi boyutsuz sekilde ifade
edersek,

Bovutsuz hiz alan : u* = 1 — erf(z*) (13)

elde edilir. Denklem 13'(in sag tarafinda yer alan 1-erf(#*) ifadesine mihen-
dislikte siklikla rastlanir. Bu ifadeye tiimler hata fonksiyonu adi verilir ve erfc
semboliyle gosterilir. Boylece Denklem 13 ayrica,

Hiz alanimin alternatif bicimi: u* = erfc(z*) (14)

seklinde de ifade edilebilir. Boyutsuzlastirmanin giizel yani; z*'a baglh bir
u* fonksiyonu icin olan bu tek denklemin herhangi bir V hiziyla hareket
eden bir levha Gzerindeki herhangi bir akiskan (v kinematik viskozitesine
sahip) icerisinde, herhangi bir z konumunda ve de herhangi bir t aninda
gecerli olmasidir! Denklem 13’e ait boyutsuz hiz profili Sekil 9-81'de cizil-
mistir. Sekil 9-80'deki tim profiller Sekil 9-81'de tek bir profil Gizerinde
cakismis durumdadir. Bu tir bir profile benzerlik profili denir.

02 Y

=
'2
g

\
i
W

£49

.m 0.1 \\I 3tsaat \
saa
| IANEAN

=
=
n
||||d|/||||
¥
: B
]
}!'F"T"
<+

=

SEKIL 9-80

Ornek 9-19a ait hiz profiller:
Aniden cekilen sonsuz biiviikliikteki
bir levha tizerinde suyun akisi.
Burada v = 1.004 X 107® m?/s ve
V= 1.0 m/s alinnustir.
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Adim 6 Sonuclar dogrulayin. Tam diferansiyel denklemlerin ve sinir sart-
larinin saglandigini gésterebilirsiniz.

irdeleme Momentumun akiskan igerisine yaymasimin, sezgilerimize gore
beklediZimizden daha uzun sOrecefi anlasiimaktadir. Bu durum yapilan
cozOmoOn sadece laminer akis icin gecerli olmasindan kaynaklanmaktadir. 23
Levha hizi yeterince yOksak oldugunda veya levhada dnemli titresimler veya
akiskanda calkantilar oldugunda akis tQrbOlansh olacaktir. TQrbdlansh bir

akistaki bayok girdaplar ceper yakininda hizli hareket eden akiskan ile ceper-

den uzakta bulunan ve yavas hareket eden akiskani birbirine kanstinr. Bu Z
karisma sOreci cok hizh geligir ve bundan dolayl tQrbdlans difdzyonu genel- 2w

likle laminer difdzyondan birkac mertebe daha hizhidir. |

"

[

111
-.'.--_

=

5 M
0.5 —

Ornek 9-15°den Ornek 9-19°a kadar sikistinlamaz laminer akislan dik- \‘\“-_.__‘_“h
kate aldik. Aym diferansiyel denklem sistemu (sikistinlamaz siireklhilik ve 0T
Nawvier-Stokes denklemlen) sikistinlamaz tiirbiilansli akislar 1cin de gecerh- 0 01 04 06 0F |
- dir. Bununla birhkte diizensiz, daimm olmayan ve iic-boyutlu girdaplar akig- uly

- kamin kansmasina neden olduklanndan; tiirbiilansh akis ¢6ziimlen cok daha $EHiL 9-81
karmasiktir. Aynica bu girdaplar biiviikliik bakimindan birkac mertebe farkh Ornek 9-19°a ait boyutsuzlastinilmis
boyut araliklarinda olabilir. Tiirbiilansh bir akis alaminda denklemlerde yer hiz profili: Aniden cekilen sonsuz
alan hichir terim (baz1 durumlarda yercekimm terimi harig) 1thmal edilemez biiviikliikteki bir levha fizerindeki
dolayisiyla ¢éziimler sadece sayisal hesaplama yoéntemleniyle elde edilebi- viskoz akiskanin laminer akis1.
Lir. Bununla ilgih olarak hesaplamali akiskanlar dinamig (HAD) yéntemlen
Bélim 15°te ele alinacaktir.
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Biyolojik Akislarin Diferansiyel Analizi

Dairesel bir boru igcinde tam gelismis akisi ya da sikga kullanilan

adiyla Poiseuille akisini inceledik.

Ancak bu yaklastirimlarin insan vucudundaki kan akisi i¢in uygulanmasi durumunda
yaklastirimlarin uygulanabilirligi yakindan izlenmeli ve degerlendiriimelidir.
Kardiovaskuler akis dinamigi konusunda calisan uzmanlar, atardamarlardaki kan
akisi hakkinda on fikir elde etmek icin genellikle Poiseuille akisi yaklastirimini
kullanirlar.

Bu yaklastirm muhendislere hiz ve debi icin on fikir elde etme imkani tanir.
Poiseuille akisina ulagsmak icin kullanilan temel yaklagsimlari gozden gegirmesi
onemlidir.

Akiskana ait yani bu durumda kan akisina ait temel yaklastirimlari hatirlayalim.

Akis sikistirllamaz ve laminer kalacaktir ve yercekimi etkileri ihmal edilebilecektir.
Kardiovaskuler sistemlerde gercekci olmamasina ragmen, tam gelismis akis kabulu
de yapilabilir.

Sadece bu yaklastirimlarin baz alinmasi; daimi, paralel, eksenel simetrik Newton
tipi akis ve borunun rijit ve dairesel olmasi gibi diger temel kabullere de izin verir..
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Debi (L/dak)

0 100 200 300 400 500 600 700 800
Cevrim siiresi (ms)

Bir yapay dolasim sistemi igerisindeki ventrikiler yardimci |
aletinin ejeksiyonu sirasinda olusan akisin dalga bi¢imi. Bu sol
ventrikuler ejeksiyon sirasinda olusturulan dalga bicimine
benzerdir. | | '
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Cikan aort

Ly

!

Aort kavisi

inen aort

Cikan aort aort kavisi ve sol
karinciktan gelen inen aortu

- (bu gorunuste kalbin arka

tarafinda) gosteren anatomik
bir gorsel. Sekilde

aortun omurilik tarafina dogru
yonelmesi gosterilmektedir.
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Bu nedenle atardamardaki kan akisini temel alan modellemelerde daimi
akis kabulu uygun degildir. Bu da kan akisinin modellenmesinde Poiseuille
akigi olarak modellemeyi sadece bu yaklastirim icin bile uygunsuz kilar.
Kisa zaman icinde (~300 ms) akista asagi ve yukari yonlu ani ivmelenmeler
vardir.

Rijit dairesel boru yaklastirimi, kardiyovaskuler kan akisina uygulandiginda
oldukca gecersizdir.

Kan akisl icin yapilacak paralel ve eksensel simetrik akis yaklastirimlari
kardiovaskuler sistemin bir noktasinda odaklanildiginda gecgersiz olacaktir.

Kirmizi kan hucreleri kilcal damarlar icerisine sikismak zorunda oldugu

icin bu ince damarlar icerisindeki akisin Poisueille akisi olmadigi da belirtiimelidir.
Bu sikisma sonucu kirmizi kan hucreleri ve plazmadan olusan ve

oksijen ve besin tasinimini kolaylastiran ozel bir iki fazli akis s6z konusudur.

Son olarak, Ornek 9-20'de gosterildigi gibi kanin Newton tipi bir akiskan
olmadigini da belirtmek gerekir.
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ORNEK 9-20 Basit Bir Kan Viskozitesi Modeli ile Dairesel
Bir Borudaki Tam Gelismis AKis

Ornek 9-18'i, Poiseuille akisi icin kullanilan tim yaklagtirnmlari ve Sekil 9-74'te
gosterilen eksenel hiz profilini dikkate alimz. Bu érnekte, temel yaklastinm ola-
rak kullandigimiz Newton tipi akiskan yerine Newton tipi olmayan akiskan ve
buna uygun bir viskozite modeli kullanacagiz. Kan vizkoelastik bir akiskan gibi
davranir. Ancak burada amacimiz acisindan, kani viskoelastik incelen akiskan
veya sanki—plastik akiskan modeli olarak kabul edebiliriz ve béylece genellesti-
rilmis kuvvet yasasi viskozite modeli uygulanabilir. Kuvvet yasasi modeli viskoz

gerilme tensoriinden gelmektedir ve —p(?) seklinde ifade edilir.
r

Denklemde eksi isareti yoni belirtmek icin kullanilmistir. n iissi 0 < n < 1
arasinda degismektedir.

COZOM Ornek 9-18'deki denklemleri Denklem—4'e kadar alacagiz:

li(r d_”) _ 1 4P Gerekli dizenlemeler yapilarak ve r'ye gore bir kez integ-
rdr\ dr wodx

rali alinirsa, %% = M% denklemini elde ederiz. Bu denklem ayni zamanda

rdp _ 4P

2dc Max

: : o ) r dP du\" : :

kuvvet yasasi modeliyle esitleyebilir ve bdylece S - Ml seklinde yeni
F

7,, olarak da ifade edilebilir. Daha sonra elde ettigimiz esitligi

bir esitlik elde ederiz. Eksi isaretini diger tarafa tasiyip, esitligin her iki tarafini
_ i du _LE)E . :
l/nile garplpglgm esitligi cozersek, o ( 2 dx denklemini elde ederiz.
Denklemi integre edip Ornek 9-18'deki ikinci simir sartini (borunun mer-
kezi simetri eksenidir) uygularsak, hizi su sekilde elde ederiz.

H:

R($-) - r(%) 1 dpP =
(rx j; ]) (Z_u, cix)
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Yukarida kan igin temel bir model olabilecek, kuvvet yasasina uyan bir akis-
kan icin (Newton tipi olmayan bir akiskan) genel bir hiz profilini elde ettik.
Bahsedildigi gibi kanin sanki—plastik akiskan oldugu yaklastinmini yaptik;
n = 0.5 alarak hizi su sekilde elde ederiz:

H_R3—r3(] dp)f
3 2p dx

Eger n = 1 alsaydik, Newton tipi akiskan icin asagida verilen eksenel hizi

elde edecektik,
e (LE)
U= re) T

Newton tipi ve sanki—plastik akiskan icin hiz profilleri Sekil 9-84'te veril-
mistir. Sanki-plastik akiskan icin kullanilan viskozite modelinin akis profi-
lini daha kiit olarak degistirdigine dikkat edlnlz Hacimsel debiyi hesaplamak
icin, borunun kesit alani boyunca V = [2mrudr esitligini ve u'nun genel-
lestirilmis bicimini kullanarak integre edebiliriz. Integre edip gerekli cebirsel
islemleri yaparsak, hacimsel debiyi su sekilde elde ederiz:

1

& nR’ (R dp)i
3n + 1 \2p dx

Sanki—plastik akiskan (n = 0.5) érnegimiz i¢in hacimsel debi asagidaki hale

gelisir:
U = wR’f'( | ﬂ'P)2
5 \2u dx

irdeleme Hacimsel debiyi veren genel denklemde n = 1 alindigi zaman,
hacimsel debi beklendigi gibi Poiseuille akisi igin elde edilen ifadeye dénii-
sar.
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Hiz denklemlerindeki
tim degerlerin ayni
kaldigini ve boru
capinin ayni oldugunu
varsayarsak,
Newton tipi akiskan icin
elde edilen parabolik hiz
profili ile _
karsilastirildiginda
sanki—plastik akiskan
daha kut bir hiz profili
olusumuna neden olur

109



Ozet
Giris
Kutlenin korunumu-Sureklilik denklemi
v Diverjans teoremi kullanarak tliretme
v Sonsuz kucuk kontrol hacmi kullanarak tiretme
v' . Sireklilik denkleminin alternatif bicimi
v' Silindirik koordinatlarda sureklilik denklemi
v Sureklilik denkleminin 6zel durumlari
Akim fonksiyonu
v’ Kartezyen koordinatlarda akim fonksiyonu
v Silindirik koordinatlarda akim fonksiyonu
v Sikistirilabilir akim fonksiyonu

Lineer momentum denkleminin diferansiyel bigimi-
Cauchy denklemi

v’ Diverjans teoremini kullanarak tiiretme

v Sonsuz kucuk kontrol hacmi kullanarak tiretme
v Cauchy’ denkleminin alternatif bicimi

v Newton’un ikinci yasasini kullanarak tliretme
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« Navier-Stokes denklemi
v Giris
v Newton tipi ve Newton tipi olmayan akiskanlar

v' Sikistirilamaz, izotermal akis icin Navier-Stokes
denkleminin tlretilmesi

v’ Kartezyen koordinatlarda sureklilik ve Navier-
Stokes denklemleri

v Silindirik koordinatlarda stireklilik ve Navier-Stokes
denklemleri

« Akis problemlerinin diferansiyel analizi

v_ Bilinen bir hiz alani i¢in basing alaninin
hesaplanmasi

v' Sureklilik ve Navier-Stokes denklemlerinin tam
¢ozumleri

v Biyolojik akislarin diferansiyel analizi
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