|_Sayeal Devrsler (Lojk Dovroler) Cians Hipscraatuacommons orghcanses/oy-ne a4 0lceeatr
Boole Cebri George Boole (1815-1864) Ingiliz Matematikgi
a*b a+b Timleme
= B={0,1} kiimesi izerinde taniml
- Tkili islemler: VEYA, VE { + , -} blo| 1] |\lo|1]la |2
= Birli iglem: Timleme (complement) { ' } | @ a ()
Tiimleme igin diger bir simge: a 0|0|0 0|0|1(|lO]1
= Aksiyomlar: 1]0]1 1]1]1]]1]0
a, b OB olmak lizere
1.Kapalilik (Closure): a+b0OB a-b0B
2.Degisme (Commutative): a+b=b+a asb=b-a
3.Birlesme (Associative): a+(b+c)=(a+b)+c as(bec)=(a*b)-c
4 Etkisiz eleman (Identity): a+0=a a*l1=a
5.Dagilma (Distributive): a+ (b+c)=(a+b)*(a+c) ac(b+c)=(a<b)+(a-c)
6.Timleme (Inverse): a+a=1 ara=0
= Islemler arasindaki éncelik yiiksekten dncelikten baglayarak soyledir:
1. Parantez, 2. Timleme, 3. VE, 4. VEYA
mg;xm-:ﬁaﬁi':ii-in‘f“o-ed“-"/buz'uca 2000-2020  Feza BUZLUCA o1
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= Tkilik (Diialite) Prensibi (Duality principle)
Bir lojik ifadenin dialinin elde edilmesi: * yerine +, + yerine +, 0 yerine 1, 1 yerine 0
koyulur, ancak degiskenler degistirilmez.

a+b+0..= asb-1..

Ornek: a + alb ifadesinin diiali a{a+b) ifadesidir.

Ikilik (Dialite) Prensibi: Kanitlanan her teorem diiali igin de gegerlidir.
Eger bir denklemin (teoremin) dogru oldugu biliniyorsa onun diiali de dogrudur.
Onceki yansida yer alan aksiyomlarda diial ifadeler yan yana yazilmigtir.
Ornek:

Sogurma (Absorption) teoremi (sonraki sayfada verilecektir):
a+ab=a kanitlanirsa diali de dogrudur. alfa+b)=a

Genellestirilmis dialite:
f (X1,X2,...,Xn,0,1,+,%) = f(X1,X2,...,.Xn,1,0,2,+)
*Teoremlerin kanitlari arasinda iliski saglar.
* Lojik ifadelerin doniistiiriilmesini saglayan bir yontem degildir.
* Diial ifadeler birbirine esit degildir.

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca @ olale] 2000-2020 Feza BUZLUCA 20
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PES——

Teoremler:
Burada gosterilen tiim feoremler Boole cebrinin taniminda yer alan islemler ve
aksiyomlar ile kanitlanabilirler.

1. Yutma (Annihilator):

a+1=1 a*0=0
2. Doniisme (Involution): (@) =a veya a=a
3. Sabit kuvvet (Idempotency):

a+a+a+...+a=a asasa-...ra=a

4. Sogurma (Absorption):

a+ab=a (Kanit 2.4'te) alla+b) = a
5. De Morgan Teoremi:  Augustus De Morgan (1806 - 1871)
(@a+b)=a+b (@a*b)=a+b

5. Genel De Morgan Teoremi:

f(X1, X2 ,..., X, 0, 1, +, *) = f(X1, X2, ..., Xn, 1,0, *, +)
= Ikili islemler (VE, VEYA) arasinda iligki saglar: - ve + arasinda

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Teoremlerin Kanitlanmasi:

a) Aksiyomlar ile

Ornek:

Teorem: XY+X-Y =X

Kanit:

Dagilma X-Y+X-Y =X-(Y+7)
Timleme X-Y+v) =X-(Q1
Etkisiz X-(1) =XV

Ornek:

Kanit:

Etkisiz X + XY =
Dagilma =
Yutma =
Etkisiz =

. 1
-(1
-(1

+ XY
+Y)

)

X X X X

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Sayisal Devreler (Lojik Devreleri)

Teoremlerin Kanitlanmasi: b) Dogruluk Tablosu

Timleme (degil) (NOT) isleminin gosterilmesinde Xsimgesi de kullanilir.

De Morgan Teoreminin kanit:

N TN v v X Y X Y [(X+Y) XeY
X+Y)=XeY 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0

i 1 0 O 0 0

Y 4V X Y X Y |[(XeY) X+
(X’Y)—X+Y 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1

1 0 0 1 1 1

1 1 0 O 0 0

Dogruluk tablolarinda gok sayida satir olsa da bunlari bir bilgisayar programi
yardimiyla kisa siirede sinamak miimkiin olabilir.

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Lojik ifadelerin aksiyom ve teoremler ile sadelestirilmesi:
Bir lojik ifadenin minimize edilmesi;
+ miimkiin oldugu kadar az degisken ve islem igeren,
 ayni girisler igin orijinal ifade ile ayni gikis degerlerini lireten,
+ en kisa ifadeyi bulmak anlamina gelir.

Ornek:

Z = ABC+AB' C+ABC +ABC i Orijinal ifade |
= ABC+ABC+ABC +ABC + ABC
= ABC+ABC +AB'C+ABC + ABC
= (A'+A)BC + AB'C + ABC' + ABC
= (1)BC + ABC+ ABC' + ABC

= BC + ABC +ABC + ABC + ABC

= BC + AB'C + ABC + ABC' + ABC

=BC+ A(B+B)C + ABC' + ABC

=BC+ A(1)C + ABC' + ABC

= BC + AC + AB(C'+ C)

=BC+ AC + AB(1) . B B

=BC+ AC + AB | En sade (minimize edilmis) ifadei
http:/www.akademi.itu.edu.tr/buzluca 20002020 Feza BUZLUGA T
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Lojik Ifadeler (Expressions)

Lojik ifade, degiskenlerin, sabitlerin ve islemlerin kurallara uygun sekilde yazilmis
sonlu kombinezonudur.
X= (X4, Xp, -... X) Ve her x; 0 {0,1} olmak iizere ifade E(X) seklinde gosterilir.
Ornekler:

E(x1, %2, X3, X4) = X2X3 + X124 + X1 X2

E(a,b,c) =ac+ ab

E(a,b,c,d) =(a+b+)@+d) (b +d)
Simge (Literal):

Bir lojik ifadede bir degiskenin kendisi veya tiimleyeni seklindeki her goriintiisiine
simge (literal) denir.

Or‘neg‘in, E(a,b,c) = ac + ab ifades.inin lig degiskeni (a, b, ¢) vardir ve ifade dort
simgeden olusmaktadir (ac + ab). Ifadedeki iki simge aynidir, glinkii a ifadede iki
kere yer almaktadir.

E, ve E, lojik ifade ise, E;, E,, Ey + E,, E; - E, gibi tiim kombinezonlar da birer lojik
ifadedir.

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Lojik Ifadelerin Normal Bigimleri (Formlari) :

Her lojik ifade iki 6zel bigimde (formda) yazilabilir.

1. Lojik garpimlarin lojik toplami (€T) Logical sum of logical products (SOP):
Disjunctive normal form (DNF): =N
“VE"lerin "VEYA"lanmas.
Ornek: b¢ + ad + ab

2. Lojik toplamlarin lojik garpimi (T€) Logical product of logical sums (POS):
Conjunctive normal form (CNF): M
"VEYA"larin "VE"lenmesi
Ornek: (a+ b+ ¢)(a + d)(@+ b)

Her lojik ifade ¢T ve T¢ bigiminde yazilabilir. Bir formda yazilan ifade diger forma
donigtirilebilir (ZN o NZ).

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Bir lojik ifadenin degeri:
E(X) ifadesi X=(x, .... X,) giris vektériiniin her degeri igin B={0,1} kiimesinden bir
¢ikis degeri lretir.
Bu degerler ifadenin dogruluk tablosunu olusturur.

Ornek: E(X) = x;x, + X3
ifadesinin dogruluk tablosu

Xy Xo Xz| E(X)
0.0 010 rim giris E(X)in 1 degeri
0 0 171\ kombinezonlari iirettigi (6rituga)
0100 (X)uzayr kombinezonlar
0 1 1] 1] 000
1 0 0] 0
10 1)1 010
11 0|1 100
hitp://www.akademi.itu.edu.trbuzluca 0002020 ForaBUZLUGA 20
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Aksiyom ve teoremlerin ifadelere uygulanmasi
Ikili degiskenler {0,1} igin tanimlanmig olan aksiyom ve teoremler kapalilik 6zelligi
nedeniyle ifadeler igin de gegerlidirler.

Hatirlatma: Kapalilik (closure) aksiyomuna gore, E ifadesinin iirettigi deger ikili
bir degerdir. E(X) O B ={0,1}

Ornekler:
E(a,b,c) = b¢c + ad + ab

Etkisiz Eleman: E(X) + 0 = E(X) E(X) * 1 = E(X)
E(a,b,c)+ 0

= (bc+ad+ab)+0= bC+ad+ ab =E(a,b,c)
E(a,b,c)-1=(bC+ad+ab)-1= bc+ad+ ab =E(a,b,c)

Yutma: E(X)+1=1 E(X)+0=0
E(a,b,c)+1=(BC+ad+ab)+1=1

E(a,b,c):0=(bc+ad+ab)-0=0

B ——
http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca 2000-2020 Feza BUZLUCA 2.10
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1kili (binary) deger vektérleri arasinda sira bagintisi (order relation):

Lojik ifadelerin bazi 6zelliklerini ortaya koymak igin iki sira bagintisi "< " ve "< "
asagidaki gibi tfanimlanir:

1. B={0,1} kiimesinin elemanlari arasinda "<" sira bagintisi tanimlanir: 0 < 1
+ 0, 1'den "énce gelir' ya da "kiigiiktiir" diye okunur.
2. Buna gore X vektérleri arasinda da " <" sira bagintisi soyle tanimlanabilir.

Eger X1 vektoriiniin tiim elemanlari X2 vektoriiniin ayni siradaki elemanlarindan
yukarida tanimlandigi anlamda “kiigiikse" (6nce geliyorsa) ya da egitse X1 < X2
siralamasi gegerlidir.

Ornek:

X1=1001,X2 = 1101 ise

X1 < X2 dir.

Iki vektor arasinda sira bagintisi < olmayabilir.
Ornek: X1=0011 , X2 = 1001 ise

X1 ile X2 arasinda sira bagintisi yoktur.
Ne X1 < X2 ne de X2 < X1 iligkisi gegerli degildir.

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Ifadeler iizerinde tanimh sira bagintisi:
E(X) < F(X) yaziligi, X'in tiim kombinezonlari igin E'nin alacagi degerlerin ayni giris
kombinezonlari igin F'nin alacagi degerlere esit ya da kiigiik oldugunu belirtir.

Ornek : F(X)'in '’ degeri

Tum giri
E(X F(X girig .. cor fae o
61 Sz 63 1( )_ g) kombinezonlart (X) rettigi (orttiga)
= kombinezonlar

0 0 1|0 =0 “ZGY'\
0 1 0|1 = EXin't de-
> 5 ole 5] 001 geri Urettigi
1 0 0|0 < 1 (6rttigl)
1 0 1 0 = 0 101 E, kombinezonlar
1 1 0|0 = 0

110 000
11 1)1 = 1 010

111

E(X)'in '1' degerini aldigi her giris
kombinezonu igin F(X) de '1' degerini E(X) < F(X) ise
alryor. E(X) < F(X) E(X), F(X)'i gerektirir, E(X)=F(X),
Bu 6zel bir durumdur. < sira F(X), E(X)'i orter.

baglantisi tiim ifadeler arasinda
gegerli degildir (bkz. yansi 2.14).

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Ifadeler arasi sogurma 6zelliklerinin gosterilmesi igin sira bagintinsin kullanilmas::

Hatirlatma: Yansi 2.3'te ikili degerler igin verilen teoremler kapalilik 6zelligi
nedeniyle ifadeler igin de gegerlidirler.

Sonug olarak, ikili degerler igin fanimlanmis olan sogurma (absorption) teoremi de
(a+ab=a ve alfa+b) = a) kapalilik 6zelligi nedeniyle ifadeler igin de gegerlidir.

Bununla beraber, < sira bagintisi ifadelerin sogurma 6zelliklerini anlamay!
kolaylastirmaktadir.

Sogurma, ifadeleri sadelestirmekte kullanilan 6nemli bir teorem oldugundan, < sira
bagintisini kullanarak bu teorem ifadeler lizerinde tekrar gosterilecektir.

Asagidaki iki durum ele alinacaktir.

+ A) Ozel durum: E(X) < F(X) (yansi 2.11'teki 6rnek gibi)
* B) Genel durum: Sira bagintisi < E(X) ve F(X) ifadeleri arasinda gegerli degildir.

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Ifadeler arasi sogurma 6zelliklerinin gosterilmesi igin sira bagintinsin kullanilmas::
A) Ozel durum: E(X) < F(X)
Yansi 2.11'de verilen 6rnegi dikkate aliniz.

Sogurma ozellikleri sagdaki diyagramda
gorilmektedir :
E(X) < F(X) oldugundan,
1. E(X) + F(X) = F(X)
2. E(X) » F(X) = E(X)

Yansi 2.11'de gdsterilen fonksiyonlarin ifadeleri:

E(x1,%2,%3) =% * X3 + X1 - X2 * X3, F(xy,x0,%3) = %1 X3+ % - X3 + X3 * X3
Sogurma 6zellikleri:

1. EX) + F(X) =%71 X3+ %1 - x3 - X3+ X1 X3 + X5 - X3 + X3 - X3

=X X3+ X3 X3+ x5 x3 = F(X)

2. E(X) s F(X) = (01 - %3 + %1 x5 - x3) * (X1 - X3 + X3 - X3 + X3 * X3)
=X1 X3 + +x; - %z - X3= E(X)

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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B) Genel durum: E(X) ve F(X) arasinda sira bagintisi (<) gegerli degildir.

E ve F lojik ifadeler olmak lizere, agsagidaki
esitsizlikleri her zaman gegerlidir (soldaki
diyagrami inceleyiniz):

EF <E<E+F ve
EF<F<E+F

Sogurma ozellikleri:

E+E-F=E | vediali |E(E+F)=E]

Kanit: E(E+F) = EE+EF = E+EF = E(1+F) = E

E+E-F=E+F| vediali |E(E+F)=E-F|

Kant: E+E-F=(E+EYE+F)=1(E+F)=E+F
Bu dzellikler lojik ifadelerin sadelestirilmesinde kullanihr.

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Ornek (genel durum):

E ile F arasinda sira bagintisi yoktur.
E(a,b,c,d) =abc’ , F(a,b,c,d) =bd

Onceki yansidan bildigimiz gibi ve dogruluk

EF =abc'd E+F=abc'+bd tablosundan da goriildiigii gibi asagidaki
esitsizlikler gegerlidir:
abcd | E F EF E+F EF<E ve EF <F.
0000]0 0 0 0O
000110 0 0 0O Bu nednele
00100 0 0 O EEF+E=E
0011]0 0 0 © }bc/'d+abc'=abc'
01000 0 0 O ve
0101|0 M o @
01100 (?) 0 C?) ;§+ F=F
01110 0 ¢'d + bd = bd
1000[0 0 0 O
100140 0 0 O E<E+F ve F<E+F.
1010{0 0 0 O
101110 o o o Bu nednele
1100 0 0 @ EQE+F)=E
1101 | @ @ @ abc’ (abgi+bd) = abc’
1110|0 0 0 O ve /C/(b/
11110 @ o0 @
FUE+F)=F

bd Mﬂ): bd

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Konsensiis Teoremi (CT Formu)
E, ve E, iginde x, simgesi olmayan iki ifade olsun.
Bu ifadelerden birini x;, digerini de x,"in tiimleyeni (x7) ile "VE"leyerek yeni bir
ifade olugturabiliriz.
E = x1E1 + x_1E2
Burada, x; iki bigimli (biform) degisken olarak adlandirilir, glinkii ifade de hem
kendisi (x1) hem de tiimleyeni (x7) yer almaktadir.

Ornekler: x1(x2+%3) + X1 (x3+xy)
X1X2X3 +X1X4 + X5

- Tki bigimli bir degisken iceren iki ifadenin konsensiis terimini (¢T formu)
olusturmak igin bu iki ifade birbiriyle garpilir ("VE"lenir), segilen degisken ve
tiimleyeni disarida birakilir.

* E4E, ¢arpimi, x,E; + X1E, ifadesinin x degiskenine gore konsensiis terimidir.
Ornek: abc + @cd ifadesinin a'ya gére konsensiisii bced = bed .

Teorem: Konsensiis terimi asil ifadenin yaninda fazlahktir; ifade tarafindan yutulur.

x1E1 + x_lEz + E1E2 = x1E1 + x_lEz

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Konsensiis Teoremi (T¢ Formu)

Ikilik prensibine (duality principle) gore, konsensiis teoremi T¢ formunda yazilan
ifadeler igin de gegerlidir
E, ve E, iginde x, simgesi olmayan iki ifade olsun:
Bu ifadelerden birini x;, digerini de x,'in tiimleyeni (x7) ile "VEYA"layerek yeni bir
ifade olusturabiliriz.

E = (x1+E1)(X1+E3)
Burada, x; iki bigimli (biform) bir degiskendir.
Ornekler: (X1 + x5 +%3) (XL +x3 +x4) ,

(21 + 22X3) (X1 +2x3 X4)

- Iki bigimli bir degisken igeren iki ifadenin konsensiis terimini (T¢ formu)
olusturmak igin bu iki ifade birbiriyle foplanir ("VEYA"lanir), segilen degisken ve
timleyeni disarida birakilir.

* E; + E, ifadesi, (x;+E;)(x;+E;) ifadesinin x degiskenine gére konsensiis terimidir.
Ornek: (a+ b + ¢)(@ + ¢ + d) ifadesinin konsensiisii: b+ c+c+d=b+c+d.
Teorem: Konsensiis terimi asil ifadenin yaninda fazlahktir; ifade tarafindan yutulur.

(x1+E1) O +ER)(Eq + Ez) = (01 +E1) (0 +E>)

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Ornek: Konsensiis teoremi ile lojik ifadelerin indirgenmesi

F(A,B,C) =AB'C+ABC +AB'C + ABC + ABC'
gore konsensiis eklendi
=AB'C + ABC + AB'C + ABC + ABC' + AB

=AB'C + ABC + AB'C +ﬁHC + 5B’C +AB  Sogurma, yutma (Absorption)
=A'B'C + ABC + AB'C + AB

B ye gdre konsensiis eklendi
=AB'C + ABC+A'C + AB'C + AB

= Aﬁ(C + ALB(C +A'C +AB'C + AB Sogurma, yutma (Absorption)
=A'C +AB'C + AB

. B ye gore konsensiis eklendi
=A'C +ABTC + AB +AC Sogurma (Absorption)

=A'C+AB +AC
Avya gore konsensiis eklendi

T a :
=AC+AB+AC+C Sogurma (Absorption)
=AB+C
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Lojik Fonksiyonlar (Boolean Functions)

Lojik fonksiyonlar B" kiimesi (n elemanh 2'li kodlarin kiimesi) lizerinde
tanimlanirlar ve iige ayrilirlar:

1. Yalin fonksiyonlar: Cok girisgli bir gikisl

OX°OBn ; O y° OB ; y=f(X)
Bn kiimesinden deger alan X° kombinezonuna f fonksiyonu uygulandiginda B
kiimesinden deger alan bir y° degeri elde edilir ve bu deger tektir.

y = f(X)

.. fonksiyonuna iliskin dogruluk tablosu:
Ornek: X4 X Xa| Y
y = f(X) Xy = 000 |1
e e | "y 001 |1
X3 = 010 |0

0B
y 011 |0
100 |1
101 |0
110 |0
111 |1
http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca 2000-2020 Feza BUZLUCA 2.20

http://www.buzluca.info




Sayisal Devreler (Lojik Devreleri)

Yalin Lojik Fonksiyonlar (devam):

n girisli 22" adet yalin lojik fonksiyon vardir. o
Iki girigli 16 adet yalin lojik fonksiyon vardir: y — f |—z
2 girisli 16 adet yalin lojik fonksiyon (FO—F15)
Girigler Fonksiyonlar
X Y| FO F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12 F13 F14 F15
o 000 o 0o o oooo0o 11t 1 1 1 1 1 1
0 110 0 O o oo 1 1 1 1
1 0,0 0 1 o1 1 0 0 1 1
i 110 1 0 i 01 0 1 0 1
- -
0
X AN
XVEY

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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2. Genel fonksiyonlar: Cok girisli, ok gikish

Y = (X): B" - B™, X=(Xgs oo %)y Y=Y, e Vo),
Ornek:
Y = f(X)
fonksiyonuna iligskin dogruluk tablosu:
= X1 Xp X31 Y4 Yo
Y = £(X) X, —— . X1 XoXg[V1 Yo
1 Y4
G ose l1 1
2 Xqg —— -
YOB 3 Yo 010 lo 0
011 |00
100 (11
101 |0 1
110 |0 1
111 (10
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3. Tumiyle tanimlanmamis fonksiyonlar (Incompletely specified functions):

Biiyiik sayisal sistemler daha kiigiik alt lojik devrelerden olusurlar.

Ornek:

Asagidaki 6rnekte L1 lojik devresinin gikiglari L2 lojik devresinin giriglerini
siirmektedir.

A

w —

X —

L1 LBy 12 > F

y—b

» L1 devresinin A, B ve C gikislari igin tiim olasi ikili deger kombinasyonlarin
liretmedigini varsayalim.

. Ornegin, w, X, y ve z giriglerine uygulanabilecek higbir deger igin A, B ve C
gikislarinin 001 ve 110 degerlerini almadigini varsayalim.

+ Diger bir deyisle, L1 higbir zaman 001 ve 110 gikis degerlerini liretmemektedir.

» Budurumda, L2 devresi tasarlanirken ABC = 001 ve 110 giris degerleri igin F
¢ikisinin alacagi degerleri belirlemeye (dikkate almaya) gerek yoktur, giinkii 001
ve 110 degerleri higbir zaman L2 devresinin girislerine uygulanmayacaktir.
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3. Timiyle taimlanmamis fonksiyonlar (devami):
« Ornegin, F'nin dogruluk tablosu asagidaki gibi olabilir:

A B C|F

0 0 0 |1

0 0 1 |X (belirsiz)
0 1 0]0

o 1 1 |1

i 0 010

i 0 110

1 1 0 | X (belirsiz)
11 1 |1

 Tablodaki X'ler, ABC = 001 ve 110 giris degerleri igin F'nin lretecegi ¢ikis
degerinin anemli olmadigini gésterir. Bu gikis degerleri belirsizdir.

* Bu nedenle F fonksiyonu tiimiiyle tanimlanmamistir (incompletely specified).

« AB'C ve ABC’ ifadeleri 6nemsiz (don't care) olarak adlandirilir ¢iinkii bu
ifadelerin fonksiyonda yer alip almamas ghemli degildir.

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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3. Timiyle taimlanmamis fonksiyonlar (devami):

+ Fonksiyonu devre ile gergeklestirmek igin belirsiz gikislara bir deger atamak
gereklidir.

* Belirsiz gikigin degerine karar verirken fonksiyonu basitlestirmeyi saglayan
degerler segilir. Ornegin yansi 2.23'teki fonksiyonu inceleyelim:
o Her iki belirsiz X'e 0 degeri atanirsa
F=ABC +ABC + ABC=ABC’' + BC
o Birinci X'e 0, ikinci X'e 1 degeri atanirsa
F=ABC + ABC + ABC'+ ABC=AB'C’' + BC + AB
o Birinci X'e 1, ikinci X'e 0 degeri atanirsa
F=ABC +ABC +ABC +ABC =AB’ + BC
o Her iki belirsiz X'e 1 degeri atanirsa
F=ABC +ABC + ABC + ABC'+ ABC =AB’' + BC + AB
+ 4. Boliimde belirsiz degerlerin segilmesi ve tiimiiyle tanimlanmamis fonksiyonlarin
sadelestirilmesi ayrintili olarak ele alinacaktir.

Uciincii secenek en basit
ifadenin olusmasini saglamistir.

+ Timiyle tanimlanmamis fonksiyonlar asagidaki durumlarda olusurlar:
 Bazi giris degerlerinin olusmasi miimkiin degildir.
+ Tiim girig degerleri olugsa bile bazi degerler igin o fonksiyonun iiretecegi
¢ikis degerleri 6nemli degildir.

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca 2000-2020 Feza BUZLUCA 2.05
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3. Tumdyle tanimlanmamis fonksiyonlar (devami):
i - I1— — o1
Ornek: BCD sayilari 1 arttiran fonksiyon:
— 02

Yansi 1.9'da gosterilen BCD sayilart artirmak igin bir I2—— BCD
genel fonksiyon tasarlanacaktir. I4—> +1 |— O4

Her bir BCD sayr 4 bit uzunlujunda oldugundanbu 287 ] o8
fonksiyonun 4 bit girisi ve 4 bit ¢ikisi olacaktir. Is T4 12 T |08 04 02 Ot
BCD sayilar 0000-1001 arasindaki ikili kod 0 0 0 oo o o0 1
sozciikleri ile temsil edildiklerinden, bu 6 0 0 1|0 O 1 O
fonksiyonun girislerine 1010-1111 c 0o 1t 0|0 0 1 1
arasindaki degerler higbir zaman 8 ? é (1) 8 } 8 ?

uygulanmayacaktir.

o 1 o 1 |0 1 1 O
Bu degerler fonksiyonun girigine uygulansa 0 1 1 00 1 1 1
bile fonksiyonun iiretecegi gikis degerleri 61 1 111 0 0 O
onemli degildir. t 0 0 01 0 0 1

1 0 0 1 |0 0 0 O

1 0 1 0 |[X X X X
Bu girigler igin devrenin (fonksiyonun) 1 0 1 1 (X X X X
gikislarinin alacagi deger belirsizdir. 1 1 0 0 [X X X X
Belirsiz degerleri ggstermek igin i i ? (1) § § § §
X yerine ® sembolii de kullanilir. 1 1 1 1 Ix X X %
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Lojik Fonksiyonlarin Gosterilisi

Ayni lojik fonksiyon farkli yontemler ile gosterilebilir.

Bu fonksiyona iliskin devre tasarlanirken bu gésterilimlerden uygun olani kullanilir.

Dogruluk Tablosu (Truth Table) Ile Gosterilim

Tim giris kombinezonlari igin gikisin (veya gikislarin) alacagi degerler tablo
halinde yazilir.

Giris degiskenleri ikili sayma sirasina gére siralanirlar (0, 1, 2, ...).
(Bkz. Ornek tablolar 2.20 - 2.22)
Sayisal (Indexed) Gosterilim

Girig kombinezonlari 2'li sayilarla kodlandigina gore her kombinezona 10 tabaninda
bir numara verilir.

Fonksiyon hangi giris kombinezonlar igin lojik "1" degeri (ya da lojik "0", "®")
liretiyorsa o kombinezonlarin numaralari listelenir.

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Ornek: Tiimiiyle tanimlanmig, yalin bir fonksiyonun sayisal gssterilimi:
Dogruluk Tablosu:  Sayisal (indexed) gésterim:

SaunGiris | CIKis v = f(x,,x,)= 0,(0,2)  O: Birlesme (union) veya "kimesidir"
No [Xi X |y [T AR 0, , "1" Ureten girigler kiimesidir.

70 0 0 |1 e </

1 0 1]0

{2 |1 0|1 o
3 |1 110 Degiskenlerin sirasi 6nemlidir. Dogruluk tablosundaki siraya

dikkat edilmelidir. Aksi durumda kombinezon numaralari
Ayni fonksiyon. Sadece  degisecektir.
degiskenlerin sirasi
degistirilmistir (X,X,).

Satir |Girig | Cikis y = f(xp,X4) = 04(0,1)
No {% X, [y e 7

0 00 |1

1 01 1

2 10 |0

3 11 0

Ayni fonksiyon lojik O iireten kombinezonlar ile de gosterilebilir.
y = f(xq,%;) = Do(1_3,3)

®
|
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Ornek: Tiimiiyle tanimlanmig, genel bir fonksiyonun gosterilimi:
Her gikis igin sayisal gosterilim uygulanir.

Dogruluk Tablosu: Sayisal (indexed) gosterim:
No X; Xo | Y1 Yo y1=f(x1:X2)= D1(0:2)

0 10 011 y2=f(x1,Xz)= 004(0,1)

1 01|01

2 1 0|10

3 |1 1]00

Ayni fonksiyon lojik O iireten kombinezonlar ile de gésterilebilir.

y1=f(X4,%2)= Oo(1,3)
Yo=f(X4,%2)= 0o(2,3)

B ——
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Ornek: Tiimiiyle tanimlanmamig, genel bir fonksiyonun gésterilimi:

Bu durumda sadece lojik "1" veya lojik "0" iireten gikislari gostermek yeterli
degildir.
Ug gruptan ("0" iireten, "1" iireten, belirsiz) en az ikisini yazmak gerekir.

Dogruluk Tablosu: Sayisal (indexed) gosterim:
No| X, %o vi ¥ Y1 = f(xy,%2) = 04(0) + Og(1.3)
0 01 1 veya vy, = f(xq,xp) = [14(0) + Uy(2)
1 O 1 O q) VCYG Y1 = (X1 ,X2) = I:lo(1 ,3) + D¢(2)
211 0|0
311 1/0 o ¥z = f(x1,%2) = L4(0) + Uo(2)
veya vy, =f(xy,xp) = [4(0) + U¢(1,3)
veya vy, =f(xy,xp) = Ly(2) + Ug(1,3)
http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca 20002020 Feza BUZLUGA ﬁ
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6rafik Gosterilim
Bir lojik fonksiyonun girisi kombinezonlari B" kiimesinin elemanlar olduklarina
gdre n boyutlu uzaydaki bir gok boyutlu kiipiin (hypercube) késelerini olustururlar.

Ornek: B3 = {000, 001, ..., 111}
Bu degiskenleri bir n boyutlu kiipiin koseleri olarak temsil edebiliriz.
Fonksiyonun (lojik 1) lireten kombinezonlar: kiip iizerinde isaretlenir (boyanir).
Fonksiyonun giris sayisi kiipiin boyutunu belirler.

n giris - n boyutlu kiip

Boole Kiipleri: 01 11
0 1 v
1-boyutlu oO0——0 2-boyutlu
X 00 10
X
o
3-boyutlu Y
000 X

http://www.akademi.itu.edu.tr/buzluca
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Ornek: B |F o1 1

F(AB) 0 o0 |1
0 1|0 B

10

1 0 |1 00 &—
1 1 |o

Ornek: A B C F

F(ABC) 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0 B 101
1 0 1 1
1 1 0 1 000~ A
11 1 1

Giris sayisi arttikga gizimin zorlasmasi nedeniyle, Boole kiipleri lojik fonksiyonlarin
gosterilmesi igin pratikte kullanilan bir yéntem degildir.

Bunula beraber, grafik gésterilim, lojik fonksiyonlarin bazi 6zelliklerinin (6rnegin
kombinezonlarin bitisikligi) gorsel olarak anlasiimasini ve bundan sonraki konularin
anlatilmasini kolaylastirmaktadir.

|
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Karnaugh Diyagramlar: (Karnaugh Maps)
Maurice Karnaugh (1924-), ABD, fizikgi

Karnaugh diyagramlari lojik fonksiyonlari gostermek ve basitlestirmek igin
kullanilan gérsel araglardir.

Lojik degiskenler ve irettikleri ¢ikis degerleri bir dogruluk tablosundan matris
seklindeki Karnaugh diyagramina tasinabilir.

Ornek: F(A,B)

Dogruluk tablosu: Bool Kiipi: Karnaugh diyagramlar::
Satir F """ . F
No A B | FI T AB 0 BA 0 1
0 0 0| LA T [ 0”11 o o 1] 1
1 0 10 0 1 4 veya [0°]2
2 1 01 1,150 o 0
31 1|0

A: satir, B: siitun A: siitun, B: satir

Farkl degiskenler satirlara
veya siitunlara yerlestirilebilir.
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Karnaugh Diyagramlari (Karnaugh Maps) (devami)

Tablolarin satir ve siitunlari Gray koduna gére diizenlenir. Yan yana (ve alt alta)
gozlere ait kombinezonlarin bitisik olmasi saglanir.

Ug girisli bir fonksiyon igin Karnaugh diyagraminin bigimi: F(A,B,C)
: Ornegin bu goze ABC=010 girig kombinezonu

_______________

AN

Ornek: Num|A B C F_

0 [0 0 O 0 I

1 o o 1 0 Fopeh ™.

2 0 1 o0 0/ A\ 00 0f- 11 10

3 0 1 1 1 0 OV 0 \‘1 0

4 (1 0 o0 (] 10 1 3 |2

5 1 0 1 1 40 51 71 6 1

6 1 1 0 1

7 1 1 1 1

®
©
@
©
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4 girigli bir fonksiyona iliskin Karnaugh diyagraminin bigimi: F(A,B,C,D)

F D E%f}i_":f

aB\_00 01" 11 10 < Gray Kodu

O 11 3 |2
o1
| Gray Kodu /= |4 15 17 16

Ui |13 |15 |1a

90 lo |u |0

F

. ABCDoo 01 _11 10
Ornek: , T 00,1 | 0| o 1
Asagidaki fonksiyonun Karriaugh diyagramini I
giziniz. oL-0 -1 | o 0

F(A,B,C,D) =, (O’,’éJS‘,8,9,10,11 ,12,13,14,1»5,),—»-—"““_'_:'_‘.——
[ 11111 |1

10] 1 1 1 1

Karnaugh diyagramlar: dersin ilerleyen béliimlerinde fonksiyonlarin indirgenmesinde
kullanilacaktir.
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Cebirsel Gosterilim (Ifadeler) ve Kanonik Acilimlar

Gergek diinyadaki bir problemin ¢oziimii dogruluk tablosu ile ifade edilebilir.

Ornegin; giris degiskeni A bir aracin kapisinin agik oldugunu, B anahtarin yuvaya
takili oldugunu ifade ederse, alarmin ¢alip ¢almadigr gésteren Z ¢ikisini (Z=1 ise
alarm galiyor) igeren dogruluk tablosu asagidaki gibi olusturulabilir.

Gergek diinyadaki problemler gok daha fazla girise sahip
olduklarindan dogruluk tablolari da daha karmagiktir,

Bu problemlerin ¢oziimlerini basitlestirmek ve ilgili devreleri
lojik kaphlar ile gergeklemek igin fonksiyonlarin cebirsel
ifadelerini (expression) bulmak gerekir.

Lojik fonksiyonlarin ifadeleri dogruluk tablolarindan kanonik agilimlar seklinde
elde edilir.
Iki tiir kanonik agilim vardir:
+ 1. kanonik agihm : Carpimlarin toplami (¢T) (M)  Ornek: abc + ab'c
"1" gikigi lireten giris kombinezonlarinin garpimlarinin toplamindan olusur.
+ 2. kanonik agihm : Toplamlarin carpimi (T¢) (NMZ)  Ornek: (a+b+c') (a+b'+c))
"0" gikigi iireten giris kombinezonlarinin toplamlarinin garpimindan olusur..

e —
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Birinci Kanonik Agilim (1. Standart Bigim): Carpimlarin Toplami (¢T)
(1st Canonical (Standard) Form: Sum of Products)

+ Birinci kanonik agilim, fonksiyonun "dogru” (1 gikisi lireten) noktalarina iliskin
garpimlarin (minterim) foplamindan olusur

* Minterim (minterm) n Degiskenli bir fonksiyonda n degiskenin hepsini sadece
bir defa (ya kendisi ya da tiimleyeni seklinde) igeren ¢arpim ifadelerine
minterim denir.

+ Ornegin 3 degigkenli (a, b, ¢) bir fonksiyonun 8 adet minterimi vardir:

a'b'c’, a'b'c, a'bc', a'bc, ab'c', ab'c, abc', abc

+ Her minterim dogruluk tablosunda sadece bir "dogru" (gikis=1 olan) satiri orter.
Ornegin; ab'c’ minterimi sadece abc=000 girig kombinezonu igin "1" degeri
dreftir.
Diger biitiin giris kombinezonlari igin a'b'c’' minterimi "0" degeri iiretir.

+ Fonksiyonun 1. kanonik agilimi minterimlerin toplamindan olusur.
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Minterimlerin bulunmasi:

Dogruluk Tablosu — Carpimlarin Toplami (¢T) seklinde ifade
+ Dogruluk tablosunda gikisin "1" oldugu satirlar segilir.

+ Busatirlarda girislerin "1" oldugu yerlere degiskenlerin kendileri (6rnegin A, B, C)
ve "0" oldugu yerlere tiimleyenleri (A", B', C') yazilarak ¢arpimlar (minterimler)
olusturulur.

Ornek:

"Dogru" deger (1) lireten kombinezonlar: F = 001 011 101 110 111
Minterimlerin Toplami: F= A'B'C+ABC +AB'C +ABC' + ABC

/

4220000

s~ a00—=—0O0Om
—Oo—0O—=0=00
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Fonksiyonun tiimleyeninin 1. kanonik agilimi:
Timleyen fonksiyonun 1. kanonik agilimi "yanlis" (¢ikis=0) noktalardan hareket
edilerek bulunur.

Ornek:

Onceki érnekte verilen F fonksiyonunun tiimleyeninin 1. kanonik agilimini yaziniz.

F fonksiyonunun 1. kanonik agilimi:

F(A,B,C) = ABC + ABC + ABC
T T T

420000
40020 O0Ow
202020 =0oln
“4aao0—ao0—=oMm

coco—-o—=o=m
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Birinci kanonik bigimdeki ifadenin sadelestirilmesi:

Kanonik agilim gogunlukla fonksiyonun en basit cebirsel ifadesi degildir.
Gogunlukla kanonik agilimlar yalinlastirilabilir (basitlestirilebilir).

Basitlestirme:
F(A, B, C) =A'B'C + A'BC + AB'C + ABC + ABC'
= (A'B'+AB + AB' + AB)C + ABC'
= ((A"+A)(B' + B))C + ABC'
=C + ABC'
=ABC'+C
=AB+C

* Bir lojik (Boolean) fonksiyon birden fazla lojik ifade ile gosterilebilir. Bu
ifadelerin hepsi ayni giris degerleri igin ayni ¢ikis degerlerini iiretirler.

* Birinci kanonik (standart) bigimdeki ifade de yer alan her minterim, dogruluk
tablosunda ¢ikisi 1 olan bir satira karg diiser.

* Bu nedenle bir lojik fonksiyonun birinci kanonik (standart) bigimdeki ifadesi
tektir ve ona ozeldir.

+ Diger bir soyleyisle, bir lojik fonksiyonun birinci kanonik (standart) bigimde
sadece bir ifadesi vardir.
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Minterimlerin numaralanmasi:

Minterimler giris kombinezonlarinin siralari dikkate alinarak numaralandirilirlar.

Minterimin dogruluk tablosunda karsi geldigi satirin on tabanindaki numarasi
kullanilir,

Ornegin, ab'c (101) minterimine sira numarasi olarak 5 atanir ve m5 olarak
adlandirilir,

Girigler:

minterimler
A'B'C'mO
A'B'C ml - .
A'BC' m2  Ornek:

A'BC m3  Yansi 2.38'deki F fonksiyonun 1. kanonik agilim:
AB'C' mé4 F(A, B, C) =3=m(1,3,5,6,7)

ABC‘ mb5 =ml+m3+m5+m6+m7

ABC' mé = AB'C + ABC + AB'C + ABC' + ABC

ABC 7
4 F=255¢(1.356,7) (¢arpimlarin toplami)

=== 000 O™
=, OO0 OOoOw
OO0 OonN

3 degiskenli minterimlerin
simgesel gosterilimi
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Ikinci Kanonik Agilim: Toplamlarin Carpimi (T¢)
(2nd Canonical (Standard) Form: Product of Sums)

« Ikinci kanonik agilim, fonksiyonun "yanlis" (O ¢ikigi iireten) noktalarina iligkin
maksterim adi verilen 6zel toplamlarin ¢carpimlarindan olusur

* Maksterim (maxterm): n Degiskenli bir fonksiyonda n degiskenin hepsini
sadece bir defa (ya kendisi ya da tiimleyeni seklinde) iceren toplama
ifadelerine maksterim denir.

+ Ornegin 3 degigkenli (a, b, ¢) bir fonksiyonun 8 adet maksterimi vardir:
a+b+c, a+b+c', a+b'+c, a+b'+c', a'+b+c, a'+b+c', a'+b'+c, a'+b'+c'
* Her maksterim dogruluk tablosundaki sade bir giris kombinezonu igin O
degerini alir.

Ornegin; a+b+c maksterimi sadece abc=000 giris kombinezonu igin "0" degeri
Uretir.

Diger biitiin giris kombinezonlari igin a+b+c maksterimi "1" deger:i iiretir.
+ Fonksiyonun 2. kanonik agilimi maksterimlerin garpimlarindan olusur.
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Maksterimlerin bulunmasi:
Dogruluk Tablosu - Toplamlarin Carpimi (T¢) seklinde ifade
+ Dogruluk tablosunda gikisin "0" oldugu satirlar segilir.

+ Busatirlarda girislerin "0" oldugu yerlere degiskenlerin kendileri (6rnegin A, B,
C) ve "1" oldugu yerlere tiimleyenleri (A, B', C') yazilarak toplamlar
(maksterimler) olusturulur.

Ornek:
"Yanlis" deger (0) ireten kombinezonlar: F = 000 010 100
Maksterimlerin Carpimi: F= (A+B+C) (A+B'+C) (A'+B+C)
A B C|F
0 0 oo
0O 0 1 |1
0O 1 0|0
0o 1 1 |1
1 0 00
1 0 1|1
1 1 0|1
1 1 11

Bu 6rnekteki F fonksiyonu ile yansi 2.38'deki fonksiyonun dogruluk tablolari aynidir.
Bu nedenle bu érnekte F'nin birinci ve ikinci kanonik bigimdeki ifadeleri ayni
dogruluk tablosunu olustururlar.
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Fonksiyonun tiimleyeninin 2. kanonik agilimi:

Fonksiyonun tiimleyeninin 2. kanonik agilimi benzer sekilde "dogru" (¢ikis=1)
noktalardan hareket edilerek yazilir:

Ornek:
Onceki érnekte verilen F fonksiyonunun tiimleyeninin 2. kanonik agilimini yaziniz.

F fonksiyonunun 2. kanonik agihm:

F(ABC)=(A+B+C)(A+B +CHY(A'+B+CY(A'+B'"+C)(A'+B" +C)
7 7 7 ,f”? ,w”ﬁv

ENENENEN Y=Y =T=] 5
2002~ 0OWw
2oao0—20—0n
44404040%
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Ikinci Kanonik bigimdeki ifadenin sadelestirilmesi:

Kanonik agilim gogunlukla fonksiyonun en basit cebirsel ifadesi degildir.
Cogunlukla kanonik agilimlar yalinlastirilabilir (basitlestirilebilir).

Basitlestirme:

F(A, B, C) = (A+B+C) (A+B'+C) (A+B+C)
((A+C)+(Bm'")) (A'+B+C)
(A+C) (A'+B+C)

(A+C) (A'+B+C) (B+C) (konsensiis)
=(A+C)(B+C)

* Bir lojik (Boolean) fonksiyon birden fazla lojik ifade ile gésterilebilir. Bu
ifadelerin hepsi ayni giris degerleri igin ayni gikis degerlerini liretirler.

« Ikinci kanonik (standart) bigimdeki ifade de yer alan her maksterim, dogruluk
tablosunda gikisi O olan bir satira kars: diiser.

+ Bu nedenle bir lojik fonksiyonun ikinci kanonik (standart) bigimdeki ifadesi
tektir ve ona 6zeldir.

« Diger bir soyleyisle, bir lojik fonksiyonun ikinci kanonik (standart) bigimde
sadece bir ifadesi vardir.
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Maksterimlerin numaralanmasi:

Maksterimler giris kombinezonlarinin siralari dikkate alinarak numaralandirilirlar.
Maksterimin dogruluk tablosunda karsi geldigi satirin on tabanindaki numarasi
kullanihr.

Ornegin, a'+b+c' (101) maksterimine sira numarasi olarak 5 atanir ve M5 olarak
adlandirilir.

Girigler:
A B C | maksterimler
0 0 0 |A+B+C MO
0 0 1 |A+B+C M1
0 1 0 JAB“C M2  Qrnek: 2.43"teki F nin ikinci kanonik agilimi:
0 1 1 |AB+C" M3 F(A, B, C) = M(0,2,4)
1 0 0 AI+B+C M4 - MO « M2 « M4
1 0 1 |A+B+C M5 , !
1 1 0 |A+B+C M6 = (A+B+C)(A+B'+C)(A'+B +C)
1 1 1 |A+B'+C" M7

F =Mapc(0,2,4) seklinde de yazilabilir.

3 degiskenli maksterimlerin
simgesel gosterilimi
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Kanonik Bigimler Arasinda Déniisiim
= 1. kanonik agilimdan 2. kanonik agilima (minterimden maksterime) doniisim:

1. kanonik agilimda yer almayan minterimlerin indisleri maksterim olarak segilir.
Ornek: F(A,B,C) = =m(1,3,5,6,7) = IM(0,2,4)

F(A,B,C) =m1 + m3 + m5 + m6 + m7 = MO M2 (M4
F(A,B,C) = ABC+ ABC+ ABC+ ABC+ABC=(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)

= 2. kanonik agilimdan 1. kanonik agilima ( maksterimden minterime) doniisim
2. kanonik agilimda yer almayan maksterimlerin indisleri minterim olarak segilir.
Ornek: F(A,B,C) = MM(0,2,4) = 5m(1,3,5,6,7)

* Minterimlerin toplami seklindeki ifadenin tiimleyeninin bulunmasi
Birinci kanonik bigimde yer almayan minterimler segilir
Ornek: F(A,B,C) = m(1,3,5,6,7) F'(A,B,C) = 5m(0,2,4)

»  Maksterimlerin garpimi seklindeki ifadenin tiimleyeninin ifadenin bulunmasi
Ikinci kanonik bigimde yer almayan maksterimler segilir
F(A,B,C) = NMM(0,2,4) F'(A,B,C) = NMM(1,3,5,6,7)
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Kanonik Agilimlar ve De Morgan Teoremi
 Bir fonksiyonun tiimleyeninin 1. kanonik bigimdeki ifadesine De Morgan teoremi
uygulanirsa fonksiyonun kendisinin 2. kanonik bigimdeki ifadesi elde edilir.

Ornek:
Yansi 2.39'dai fonksiyonun tiimleyeninin ¢T seklindeki ifadesi:
F = ABC + ABC + ABC
De Morgan:
F = ABC + ABC + ABC
F=(A+B+C)(A+B+C)(A+ B+ C) 2.kanonik bigimdeki (T¢) ifade (2.43).

+ Bir fonksiyonun tiimleyeninin 2. kanonik bigimdeki ifadesine De Morgan teoremi
uygulanirsa fonksiyonun kendisinin 1. kanonik bicimdeki ifadesi elde edilir.

Ornek:

Yansi 2.44'teki fonksiyonun tiimleyeninin T¢ seklindeki ifadesi:
F=(A+B+C)A+B+C0)(A+B+C0)(A+B+C)(A+B+0C)

De Morgan:

F=(A+B+0OA+B+0OA+B+0OA+B+C0)(A+B+0)

F = ABC + ABC + ABC + ABC + ABC 1. kanonik bigimdeki (¢T) ifade (2.38).
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