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Matematiksel Programlama

» Matematiksel programlama:

Karar vermeye destek olmak i¢cin matematiksel —optimizasyon—
modelleri kullanmaktir.

» Matematiksel program asagidaki gibi bir optimizasyon
problemidir:

» Maks { f(x):x € X,g(x) <0,h(x) =0}
X; R"‘nin alt kumesi ve f, g, ve h fonksiyonlarinin reel uzaya eslesen
tanim kumesidir.

x € X,g(x) <0 ve h(x) = 0 iliskileri kisitlardir
f; amag fonksiyonudur.

» Kaynak: http://glossary.computing.society.informs.org/



Dogrusal Programlama (DP)

» i x; t cpxp ...+ ¢.x,, amag fonksiyonu

» €| Cy..., C,,amag fonksiyonu katsayilari — maliyet katsayilari

> X|,X..., Xp, Karar degiskenleri
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» Tum kisitlari saglayan x, , x,,..., X,,, noktasina olurlu
nokta veya olurlu cozum denir.

» Kisitlari saglayan tum noktalarin birlesimine olurlu bolge
veya olurlu uzay denir.



Dogrusal Programlama Ornegi

» Bir otomotiv firmasi 5 farkli karoseri uretmektedir.

» Urinlerin tretiminde 4 farkl kaynak kullanilmaktadir: isgilik (her vardiyada
50 is¢i), Kaynak (2 atolye), boru imalati (2 atolye), sac imalati (3 atolye).

» Uriinlerin birim kar degerleri ve liretimlerinde kullanilan kaynak miktarlar
tabloda verilmistir.

» Buna gore bir aylik donem ( 8 saatlik 2 vardiyada 22 isgunu) igin uretim
planini ¢cikarmak uzere DP modelini kurunuz.
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Maks 5x| + 6x2 + 6.3x3 + 4.6x4 + 5.2x5

Oyle ki;

|.7x1 + 2x2 + 2.Ix3 + |.5x4 + |.85x5 < 17.6
50x| + 80x2 + 90x3 + 60x4 + 80x5 < 704

60x| + 75x2 + 85x3 + 65x4 + 90x5 < 704

|05x| + 140x2 + | |0x3 + 85x4 + 100x5 < 1056
x|, x2, x3, x4, x5 =20



Dogrusal Programlama

» Tum degiskenler sureklidir (continuous)

» Tek bir amacg vardir

enbuyukleme (maximize) veya enkugukleme (minimize)

» Amag ve kisit fonksiyonlari dogrusaldir. Fonksiyondaki her

terim ya sabit sayidir ya da bir sabitle carpilmis
degiskendir (ornegin 24, 0, 4x, 6y dogrusal terimlerdir fakat
xy, x* dogrusal degildir).

» Bu ug kosulu saglayan herhangi bir formulasyon bir
"Dogrusal Program"dir (DP; linear program - LP).



DP’nin varsayimlari

» Oransallik - Proportionality
» Toplanabilirlik - Additivity
» Bolunebilirlik - Divisibility

» Kesinlik - Deterministic



Dogrusal Programlama

» DP'ler onemlidir cunku:
cok sayida sorun DP olarak formule edilebilir

"Simpleks algoritmasi” kullanilarak DP'ler ¢ozilebilir ve en iyi
cozum bulunabilir



Dogrusal Programlama Modellerinin
Kurulmasi

» Amag fonksiyonunun tanimlanmasi

Bir kisitlar kimesi verildiginde (olurlu bolge) farkl amaglarin ¢ogu
zaman farkl en iyi cozumleri vardir.

» Amag fonksiyonu tanimlari
Kar enbuyukleme
Maliyet enkugukleme
Fayda enbuyukleme
Ciro enbuyukleme
Yatirim geri donus orani enbuyukleme
Net simdiki deger enbuyukleme
Calisan sayisi enbuyukleme (enkugukleme)
Fazlaliklari enkucukleme
Musteri memnuniyetini enbuyukleme
Hayatta kalma olasiligini enbuyukleme
Uretim plani giirbiizligiinii (robustness) enbiiyiikleme



Amac fonksiyonu

» Tek amacg
» Birden ¢ok ve gelisen amaglar
» MiniMaks amaclar
Min (miaxz a;ix;)
Jj
» Oransal amaclar

L) GX;
max 2
(veya Min) Z]- i Xj

» Bulunmayan veya eniyilenmeyecek amaglar



Kisitlar

» Uretim kapasitesi kisitlari
» Hammadde bulunabilirligi
» Talep ve pazar sinirlamalari

» Malzeme dengeleme (uretim surecindeki devamlilik)
asitlari

» Kalite sartlari

» Kesin ve esnek kisitlar

» Birbiriyle gelisen kisitlar
» Gereksiz kisitlar

» Olagan disi kisitlar



Iyi bir model nasil kurulur?

» Modelin anlasiima kolayhig (Ornek: Klasik stok/fazla mesai
problemi)

» Modeldeki hatalarin tespit edilmesi
» Cozme kolaylgi

» Model formulasyonu

» Birim kullanimi



Ornek: Klasik stok/fazla mesai problemi
» Talepler: 40, 60, 75, 35

» Normal mesai uretim maliyeti: 400 TL
» Fazla mesai uretim maliyeti: 450 TL
» Normal mesai kapasite: 50 adet/ay

» Stok bulundurma maliyeti: 20 TL/ay



Yapisal Matematiksel Programlama
Modelleri

>
>
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Cok tesisli liretim modeli

Bir firmanin iki fabrikasi vardir: A ve B. Her fabrikada iki urun uretilir: Standart ve
Liks. Bir birim standart urunden |0 TL, bir birim ltiks urunden |15 TL kar elde edilir.

Uriinlerin imalatinda taslama ve cilalama islemleri yapilmalidir. A fabrikasinin haftalik
80 saat taslama, 60 saat cilalama kapasitesi mevcuttur. B fabrikasi icin bu degerler 60
ve 75 saattir.

Ayri her bir urun 4 kg. hammadde kullanilarak imal edilir. Firmanin haftalik 120 kg.
hammadde kapasitesi vardir.

Baslangi¢ olarak, bu kapasiteden A fabrikasina 75 kg., B fabrikasina 45 kg. ayrildigini
varsayalim.

Urunlerin imalatinda kullanilan taslama ve cilalama saatleri tabloda verilmistir.

| AFabrikas B Fabrikasi

Standart Luks Standart Luks
Taslama 4 2 5 3
Cilalama 2 5 5 6



Cok tesisli Uiretim modeli

Factory A’s Model

Maximize Profit A 10x; + 15x,

subject to Raw A 4x, + 4x, <75,
Grinding A 4x; + 2x, < 80,
Polishing A 2x; + Sx, <60,

Xy, Xy >0,
Factory B’s Model
Maximize Profit B 10x5 + 15x,,
subject to Raw B 4xy + 4x, <45,

Grinding B Sx;+ 3x, <60,
Polishing B Sx3 4+ 6xy <75,

X3, xq > 0,

» A Fabrikasi modeli en iyi cozumu:

Z=225TL,x| = 11,25,x2= 7,5, taslama kapasitesi 20 birim kullaniimiyor.
» B Fabrikasi modeli en iyi cozumu:

Z=168,75,x3= 0,x4 = 11,25. taslama kapasitesi 26,25, cilalama kapasitesi 7,5
artmistir.



Cok tesisli Uiretim modeli

» Fabrikanin toplam karini en buyuklemek amaglanirsa;
Toplam kullanilabilir hammadde miktari 120 kg. olarak alinirsa;

Maximize Profit 10x; 4+ 15x, + 10x3 4 15x,
subject to Raw 4x, + 4x, + 4xs 4+ 4xy < 120,
Grinding A 4x; + 2x, < 80,
Polishing A 2x; + 5x, < 60,
Grinding B Sx3+ 3x, < 60,
Polishing B Sx3 4+ 6x, <75,

X1, X, X3, X4 > 0.



» Fabrika modeli en iyi ¢cozumu:
Toplam kar, Z = 404,17, x1=9,17,x2= 8,33, x3=0,x4=12,5
A fabrikasi kara katkisi = 216,65, kaynak kullanimi = 70
B fabrikasi kara katkisi = 187,5, kaynak kullanimi = 50

» ki fabrika ayri modellendiginde elde edilen kar toplami:
393,75

A Fabrikasi modeli en iyi cozumu:

Z=225TL, x| = 11,25,x2= 7,5, taslama kapasitesi 20 birim
kullanilmiyor.

B Fabrikasi modeli en iyi cozumu:

Z=168,75,x3=0,x4 = | 1,25. taslama kapasitesi 26,25, cilalama
kapasitesi 7,5 artmistir.
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Dogrusal Programlama modeli sonuclarinin
yorumlanmasi ve kullanimi

» Modelin dogrulanmasi

Model ¢ozuldugunde ortaya ¢ikabilecek u¢ durum
Model olurlu degil (infeasible)
Model sinirli degil (unbounded)
Model ¢ozulebilir

» Ekonomik yorum

Sonuglarin gergek hayatla karsilastiriimasi
Dual model

Golge fiyat (shadow price — dual price)
Indirgenmis maliyet (reduced cost)

» Otomotiv Ornegi



Otomotive Ornegi — Lindo Sonuc¢ Raporu

LP OPTIMUM FOUND AT STEP
OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1)
VARIABLE
X1
X2
X3
X4
X5

ROW
2)
3)
4)
5)

NO. ITERATIONS=
RANGES IN WHICH

VARIABLE

X1
X2

X3
X4
X5

ROW

UI'AhWN

CURRENT
COEF
.000000
.000000
.300000
.600000
.200000

T hOoOYOY LU

CURRENT
RHS

17.600000
704.000000
704.000000

1056.000000

3

53.11190
VALUE REDUCED COST
3.341772 0.000000
1.113924 0.000000
0.000000 0.013924
6.460760 0.000000
0.000000 0.630380
SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
0.000000 2.177215
60.151897 0.000000
0.000000 0.017215
0.000000 0.002532

3

THE BASIS IS UNCHANGED:

OBJ COEFFICIENT RANGES
ALLOWABLE
INCREASE

0.057143
0.020952
0.013924
0.133333
0.630380

RIGHTHAND SIDE RANGES
ALLOWABLE
INCREASE

0.255072
INFINITY
33.000000
75.428566

ALLOWABLE

DECREASE
0.013836
0.048780
INFINITY
0.012154
INFINITY

ALLOWABLE
DECREASE
0.484404
60.151897
33.846153
21.463415



Dogrusal Programlama modeli sonuclarinin
yorumlanmasi ve kullanimi

» Duyarhlik analizi
Sag taraf degerleri icin aralik

Amacg fonksiyonu katsayilari igin aralik



Parcali dogrusal Konveks fonksiyonlarin
DP’ye eklenmesi

2o

” [ x 0<x<2

20 ] 2+2(x-2) 2<x<5
fG)=18+4(x-5 s52x<7

0 16+8(x~7) 7<x<10

» Yontem |.

» Modelde  f(x) yerine Y.} CiY; ,

> x yerine ),i y; yazlir,

b kisitlara y; < d;,1 —d;, i =1, ...,n — 1 ilave edilir.

» yi, 1 =1,...,n — 1 karar degiskenleri,
» ¢;, 1 =1,...,n— 1 ise i'nci pargali fonksiyonun egimidir.

25



Parcali dogrusal Konveks fonksiyonlarin
DP’ye eklenmesi

40

19

30

( X 0<x<2
2+2(x—2) 2<x<5
F)=18+4x-5) s5<x<7
16 +8(x—7) 7<x<10

20

» Yontem 2.

» Modelde f(x) yerine )i, z;f(d,),

> x yerine ),i-; z;d; yazilr,

> kisitlara ).~ ; z; = 1 ilave edilir.

» z;,1 = 1,...,n karar degiskenleri,

» f(d;) :’nci kesme noktasinin fonksiyon degeri

26



Dogrusal olmayan konveks maliyet

fonksiyonlari

1000




Petrol tasima — konveks maliyet fonksiyonu

» A noktasinda bulunan 10.000 varil petrol | ve 2 boru
hatlarindan B noktasina tasinacaktir. Borular uzerinden tasima
suresi o hattan tasinan petrol miktarina baghdir.
» Birinci borudan tasinan petrol miktari x, bin varil ise
birinci borudan tasima suresi x% saat

» Ikinci borudan tasinan petrol miktari x, bin varil ise;
e . 1,5
ikinci borudan tasima suresi ise x,’~ saat

» ki borudan ayni anda petrol verildikten B’ye en son petrol

ulasincaya kadar olan sureyi enkugtleyecek DP modelini
kurunuz.

A x% saat

° a 1,5

X5~ saat

28



Petrol tasima - DP
x [ f(x)=xF [ fog)=x”

0 0,000 0,000
2,5 6,250 3,953
5 25,000 11,180
7,5 56,250 20,540
10 100,000 31,623

4 X| =OZ|| +2,5 Z|2+ SZ|3 + 7,5 Z|4+ IOZ|5
f| - OZ|| + 6,25 Z|» + 25 Z|3 + 56,25 Z|4 + 100 Z|g

» zytzptzztz tzs= |

v

v

Xy = OZZ| + 2,5 Zy +5 Zy3 + 7,5 Zy4 + 10 Zyg
f2 - OZZ| + 3,953 Zy + | |,|8 Z73 + 20,54 Zy4 + 3|,623 Zyg

Zy v Zyy v 23t 2y + 25— |

v Vv

29



Petrol tasima - DP

Karar degiskenleri

x; : Birinci borudan tasinan petrol miktari (bin varil),

X, : Ikinci borudan tasinan petrol miktari (bin varil),

f| : Birinci boruda tasima suresi (saat),

f : ikinci borudan tasima siiresi (saat),

y; - parcali fonksiyonlar igin yardimer degiskenler,i =1,2;j=1,...,5.
A :en uzun tasima suresi

Amac fonksiyonu Min A

Kisitlar
En uzun tasima stiresi iki borudan tasima sirelerinden biiyiik olmali
Az2f, Azf,,

Birinci ve ikinci boru icin parcali fonksiyonun ifade edilmesi
x,=0z,+25z,+5z53+75z,4+ 10z
fi=0z,+625z,+25z;+56,25z,+ 100 z;
z)tzptzytztzg=|

Xy =0zy +252)+52,3+752,4,+ 10z
f, = 0zy + 3,953 z,, + | 1,18 255 + 20,54 z,, + 31,623 z,;
Zy) ¥ 2 t 23t Zy4 + 2p5= |
toplam tasinacak miktar 10,000 varil olmali: x, + x, = 10

30 isaret kisitlarr; tum degiskenler > 0.



Petrol tasima — DP performans

» DP Coziimii
» A = 15,781

» x; = 3,771 f = 14,220

b X, = 6,229 f,= 15,546

» Dogrusal olmayan programlama ¢ozumu
» x, = 3,887 fi=fh=15I112
) X7 =6, |13

31



DP c6ziimu - Yazilimlar

» GAMS - (Ninovada ders kaynaklarindaki dosyayi inceleyiniz)
» Gurobi

» IBM - ILOG

» Excel solver

» Open solver
» Lindo

» Lingo


https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_optimization_software
https://en.0wikipedia.org/wiki/List_of_optimization_software

