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Bu bolumde, viskoz terimlerin atalet terimlerine baskin oldugu surunme
akisi yaklastirrmi gibi, Navier-Stokes denklemini basitlestirmek uzere
cesitli yaklastirimlar: inceleyecegiz. Aktif bir yanardagdan lav akisi
surunme akisina bir ornektir. Lav akisinda uzunluk olcegi buyuk olsa
da, erimis kayalarin viskozitesi ¢ok yuksek oldugu i¢cin Reynolds sayisi
klicuk kalmaktadir.




Ogrenim Amaclari

= Akis problemlerinin ¢oziimiinde yaklastirimlara neden
gereksinim  duyuldugunu  anlayabilmeli = ve  bu
yaklastinmlarin hangi sartlar altinda gecgerli oldugunu
bilmelidir

»Stiriinme akisi yaklastirnminda denklemlerden yogunluk
teriminin kalkmast da dahil olmak tzere, atalet
terimlerinin thmal edilmesinin etkilerini anlayabilmelidir
=Potansiyel akis problemlerinin ¢Ozlimiinde
stiperpozisyon tlkesini kullanabilmelidir

=Sinir tabaka kalinhigini ve diger siir tabaka 6zelliklerini
hesaplayabilmelidir



10-1 m Giris

“Tam” coziim

Biitlin Navier—Stokes denklemi

|—> Analiz

Yaklasik ¢oziim

Basitlestirilmis Navier—Stokes denklemi

“Tam” cozume Navier-Stokes
denkleminin batuntnden baslanirken;
yaklasik cozume Navier-Stokes
denkleminin uygun yaklastirimlar ile
basitlestiriimis bir bicimi ile baslanir.

Bolum 9’da Navier-Stokes denklemi adi
verilen, sabit ozelliklere sahip Newton tipi bir
akiskan icin lineer momentumun korunumuna
ait diferansiyel denklemi turettik.

Akiskanlar mekanigi uygulamalarina ait
problemlerin bayutk bir bolumu analitik olarak
¢Ozulemedigi igin

(1) ilave bir yaklastirim (basitlestirme)

(2) bilgisayar yardimini gerektirmektedir

Biz burada ilk secenegi goz dnune alacagiz

Kolay anlasilmasi acisindan bu bolumde
yalnizca sikigtirilamaz Newton tipi akiskanlari
g0z onune alacagiz.

Uyguladigimiz yaklastirimlara ¢ok
dikkat etmeli ve mimkin oldugunca
yaklastirimlarimizin gecerliligini
dogrulamali ve desteklemeliyiz.



Besleme tank

Doldurulan tank

Statik akiskan Simir tabaka Statik akiskan
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Navier-Stokes denkleminin belirli bir yaklastirimi akis alaninin
sadece bazi bolgelerinde uygun olurken, diger yaklastirimlar akis
alaninin diger bolgelerinde uygun olabilir.




10—2 m Boyutsuz Hareket

Denklemleri

F~F=H D‘i,_; {ﬂf“ - = — . =
) —— = VIV|=-VP+/ vV
P by PLI (V )V} P+ pg+pu

TABLO 10-1

Sareklilik ve momentum denklemlerini boyutsuzlastirmada kullanilan
Olceklendirme parametreleri ve ana boyutlari

Olgeklendirme

Parametresi Tanim Ana Boyutlar
L Karakteristik uzunluk {L}
1% Karakteristik hiz {Lt—1}
f Karakteristik frekans {t-1}
= Referans basing farki {mL-1t=2}
g Yercekimi ivmesi {Lt=2}
¥ %
* — W X _
t" = Xt== Vi=—
i L Vv
_ P— P, o o = —
Py — P, 8
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1 =,
" boyutsuzlastirilir.



Serbest yuzey etkileri olmayan
akislarda yercekimi akis dinamigini
etkilemez —yergekiminin tek etkisi
dinamik basinc alani uzerine bir
hidrostatik basincin ekienmesinden

ibarettir.
Prototip Toplam basing: P' =P + pgz
Stprololip' Euprololip' Frprolnlip' Repromlip ‘F” _r'lﬁf-; ) o i ,
P ._ =p | T (V-WVWil=-VP + uV-V
Dt Lol '

Prototip (alt indis p) ve model (alt
indis m) arasindaki tam dinamik
benzerlik icin model geometrik olarak
prototipe benzemeli ve (genellikle)
boyutsuz dort parametre St, Eu, Fr

ve Re sayilart modelde ve prototipte
aym olmalidir. Ancak Boliim 7'de
aciklandizi gib1 model testlerinde bu
esithiklerin her zaman saglanmasi
miimkiin degildir.

Model
Slmodcl' Eumodcl' Frmodcl' Remodcl




(a)

Hidrostatik
basing

A

(b)

Paralel ve yatay, sonsuz iki duz
‘levha arasinda Couette akisinda bir

akikan elemaninin sag yuzundeki
basing ve toplam basing dagilimlari:
(a) Alt levhada z = 0 ve (b) Ust

. levhada z = 0. Toplam basin¢ P’
‘sabit olmakla birlikte gercek basrng

P her iki durumda da sabit degildir.
(b)'de gorulen golgeli alan
hidrostatik basing bilesenini temsil
etmektedir.



10—3 B SURUNME AKISI YAKLASTIRIMI

Ele alacagimiz ilk yaklastirrmimiz surunme akigli
olarak adlandirilan akig turudur. Bu tur akiglar igin
Stokes akisi veya diisiik Reynolds sayili akis
deyimleri de kullaniimaktadir.

Son isimlendirmeden anlasilacagi gibi bu akiglar
Reynolds sayisinin ¢ok kuguk (Re << 1) oldugu
akig turleridir. Reynolds sayisinin tanimindan
(Re=pVL/u) hareketle sirinme akisinin ya ¢ok
kiglk p, V, or L degerlerinde yada ¢ok yliksek ,u
degerinde (veya bunlarin bir kombinasyonu
hallnde) olusacagi anlasilmaktadir.

Bal benzeri
T =, 2 viskozitesi cok
- ﬁ yuksek bir
f \ _~  sivinin yavas
akisi surinme
akisi olarak
%100 adlandirilir.
| um
Dogal Bal | "
vaz;{;k:dsen it (a) Salmonella typhimurium ekim yapilmis

Sofraniza ' insan hdicrelerini isgal etmesi. (b) Suda yuzen
— Salmonella abortusequi bakterisi



 Striinme akist vaklastirim: [Eu] V' P* = [R—}T*EF"
L
'E—”_Iw]_*u“ o - ) v
[Eul = 2 Re| pVL Stirtiﬂme akigt icin basing ﬂivfgfg;: P, _ P~ 7 8

pV

- Siiriinme akist icin Navier—Stokes denkleminin yaklasik ifadesi: VP = ,(.L'FEF (10-11)

Suda yuzen bir kisi icin Reynolds
~sayisi cok yuksek oldugundan dolay:
atalet kuvvetleri biyiiktir; dolayisiyla
- suda hareket etmeksizin uzun hir
‘mesafe suzilerek ylzebilir.
Siiriinme akisi yaklastiriminda
yogunluk momentum denkleminde i
erahar T e T




Plastik toplarla dolu bir havuzda hareket
etmeye calisan bir cocuk, ataletten
faydalanmaksizin kendini ileriye dogru
Ittirmeye calisan bir mikroorganizmaya
benzer.

Deniz suyunda yuzen bir tur

omurgasiz olan Ciona’ya ait sperm;
saniyede 200 kare fotograf alinmis
ve her fotograf bir oncekinin hemen

—| altina konumlandiriimistir.
10 um
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- ORNEK 10-1 Siiriinme AKkisinda Bir Cisme Etki Eden
Direnc Kuvveti

Yogunluk Navier-Stokes denkleminde ortadan kalktigindan, siiriinme akisinda
bir cisim 0zerine etkiyen aerodinamik direng kuwveti yalnmizca bu cismin V
hizina, cismin L karakteristik boyutuna ve akiskanin p viskozitesine baghdir
(Sekil 10-12). Boyut analizini kullanarak F, icin yukarida verilen bagimsiz
degiskenlerin fonksiyonu seklinde bir baginti gelistiriniz.

- C0ZUM Boyut analizini kullanarak F, ile degiskenler V, L ve  arasinda bir
baginti gelistirecegiz.
Kabuller 1 Sariinme akisi yaklastinmini uygulayabilmek icin Re << 1 oldu-
gunu kabul edelim. 2 Yercekimi etkileri 6nemsizdir. 3 Yukarida sayilan para-
metrelerin disinda, problemle ilgisi bulunan baska parametre yoktur.
Analiz Boélim 7/'de anlatilan tekrarlayan degiskenler yontemi adim adim
takip edilmelidir, bunun ayrintilari bir alistirma olarak okura birakilmistir. Bu
problemde dort adet parametre (n = 4) ve (i¢ adet ana boyut vardir: Kiitle,
- uzunluk ve zaman, dolayisiyla j = 3'tdr. Burada Vv, L ve p'ya tekrarlayan
degiskenler olarak alalm. k = n — j =4 — 3 = 1 oldugundan tek bir Pi
terimi vardir ve bu Pi'nin bir sabite esit olmasi gerekir. Sonug olarak,

F,, = sabit - uVL
elde edilir. Boylece herhangi bir tic-boyutlu cismin etrafindaki siiriinme aki-
sinda aerodinamik direng kuvvetinin basit olarak bir sabit ile pVL ifadesinin
carpimina esit oldugu gordlmektedir.

Irdeleme Bu sonug oldukca 6nemlidir, zira yapilmasi gereken tek sey cismin
- seklinin bir fonksiyonu olan sabitin bulunmasindan ibarettir.

—

_--]PI."

2

SEKIL 10-12

Uc-boyutlu bir cisim tizerindeki
striinme akisinda cisme etki

eden aerodinamik diren¢ kuvveti
yogunluktan bagimsizdir. Bu kuvvet
sadece cismin hizi1 V'ye cismin
karakteristik boyutu L’ye ve akiskan
viskozitesi u’ye baghdir.

13



Suriinme Akisinda Bir Kire Uzerindeki Direnc Kuvveti

Viskozitesi u olan bir akigkan igerisinde karakteristik boyu L olan t¢-boyutlu bir
cismin surunme akisinda bu cisme etkiyen Fy direng kuvveti F = sabit- VL
olarak verilir.

Diren¢ kuvveti, cismin sekline ve akiskan icerisine yerlestiriime bicimine bagl
oldugundan, boyut analizi ifadede yer alan sabitin degeri hakkinda bir fikir
vermez.

Cismin bir kure olmasi durumunda Denklem 10-11 analitik olarak ¢cozulebilir.

Stiriinme akisinda bir kiire iizerindeki direnc kuvveti:

F D — R [ VD

L

§EKiL 10-13
Stirinme akisinda D capli
bir ktire uizerindeki aerodinamik

diren¢ kuvveti 3mu VD ye esittir. 1



- ORNEK 10-2 Bir Yanardagin Piiskiirttiigii Parcacigin Limit Hizi

Bir yanardag piskirmesi sirasinda volkanik taslar, buhar ve kille beraber

binlerce metre yiikseklige ¢ikabilir (Sekil 10-14). Bir siire sonra pargacik-

lar yerylziine dénmeye baslar. 50 pm capinda yaklasik olarak kiresel sekilli

bir kil parcaciginin —50 °C sicaklikta ve 55 kPa basinctaki hava icerisinde

dismesini goz onane alimz. Parcacigin yogunlugu 1240 kg/m®'tar. Verilen
yikseklikte parcacigin limit hizini belirleyiniz.

c0zZUM Dusen bir kil parcaciginin limit hizini belirleyecegiz.

Kabuller 1 Reynolds sayisi ¢ok kiciktir (¢ozimid tamamladiktan sonra
bunu dogrulayacagiz!). 2 Parcacik kiiresel sekle sahiptir.

zellikler Verilen basing ve sicaklikta ideal gaz yasasindan p = 0.8588 kg/m?
elde edilir. Viskozite basincla cok az degistiginden —50 °C ve atmosfer basin-
cindaki degerini kullanalim: w = 1.474 x 10-° kg/m-s'dir.

Analiz Problemi sanki—daimi olarak ele alalim. Parcacik ilk kez limit hiza
- ulastiginda, Sekil 10-15"te gosterildigi gibi asagi yonl olan net kuvvet (agir-
lik) yukari yonli olan net kuvveti (aerodinamik direng kuwveti + kaldirma kuv-
veti) dengeler:

D3

Asagi vonlil kuvvet ; Fuso = W = T Puanccik 8 (1

ag

Parcacik (zerine etkiyen aerodinamik kuwvet Denklem 10-12'den elde edilir.
- Kaldirma kuvveti ise yer degistiren havanin agirligina esittir:

3
Yukary vonlil kuvver: F .. = Fp + Foggme = 3mpVD + w?phmg (2)

" Limit
hiz1

SEKIL 10-14

Bir yanardagdan priskiiren
kticuk kil parcaciklari yavasca
- yere iner: bu tip bir akis alani
icin stirtinme akisi yaklastirimi
uygundur.

15



Denklem 1 ve 2'yi esitleyip V'yi cekersek,

DE
V= 181 (Ptm-uecik ~ Phava )g

Phava: Phava

= G0 X 107 m) 1240 — 0.8588) ke/m*](9.81 m/s”
~ 18(1.474 X 10~ kg/m-s) - 8588) kg/m’1(9.81 m/s?)

= (L.115 m/s

elde edilir. Son olarak siirinme akisinin yerinde bir yaklastinm olmasi igin

Reynolds sayisinin yeterince kiicilk oldugundan emin olalim: : W
fe Praa¥D (08588 kg/m?)(0.115 m/s)(50 X 10 °m) 0335 \
T 1474 X 10~ kg/m-s e

SEKIL 10-15

' Buna gére Re sayisi 1'in altindadir, ancak 1'den ¢ok kdgik degildir. -~ Daimu bir limit hizda
frdeleme Her ne kadar bir kire (zerindeki strinme akis direng kuwveti icin - . H. <
verdigimiz denklem (Denklem 10-12) Re << 1 olmasi durumu igin tiretildiyse --dllg.ﬂlﬁ:ktﬁ' olan bir parcacigin

- de, yaklastinmin Re = 1'e kadar Iyi sonuc verdigi gordldr. Bir Reynolds sayisi IVIIesi katur: dolaylsl}rla

. dizeltmesi ve hava molekillerinin ortalama serbest yoriingesine dayali bir diizelt- parcacigin agirhig parcacik

- menin dahil edildigi daha kapsamh bir hesaplama ile limit hizin degeri 0.110 tizerine etkiyen aerodinamik
m/s olarak elde edilir (Heinschn ve Jimbala, 2003). Dolayisiyla siiriinme akisi

: direnc ve kaldirma kuvveti ile
yaklastinmiyla yapilan hata %5'in altindadir. ®

~ dengelenir.

~ Yopun ve kiiciik bir parcacigin siriinme akisi sartlarindaki limit hizi, akiska-
nin yogunlugundan bagimsiz clmasina karsin viskozitesine bagimlilig1 oldukca -
. ylksektir.

16



10—4 m VISKOZ OLMAYAN AKIS BOLGESI

 YAKLASTIRIMI
- P,
P K — e Bir viskoz olmayan akis bolgesi
/ . Reynolds sayisinin yiiksekliginden
- — dolayi net viskoz kuvvetlerin atalet
it o cizgileri ve/veya basing kuvvetlerine kiyasla
' ihmal edilebilir oldugu, bununla
beraber akigkanin kendisinin hala
B;V“V v}ﬂ VP + g +ﬂ viskoz oldugu bir akis bodlgesidir.
thmal edilebilir

-Viskoz olmayan akig bolgeleri yuksek Reynolds sayisina sahip
bolgelerdir- surtinme akisi bolgelerinin tersi. Bu bdlgelerde
Navier-Stokes denkleminde (Denklem 10-2) viskoz terim yok
olur ve Euler denklemi elde edilir:

—

-ilv —_— — — —
- Euler denklemi: p{{j—r + (V"’FW} =—VP + pg
(

17



Kati geperdeki kaymazlik sartindan oturu bir kati ceperin ¢ok yakinindaki akis

bolgesinde surtunme kuvvetleri ihmal edilemez. Sinir tabaka olarak bilinen boyle

bir bolgede cepere dik dogrultudaki hiz gradyenleri cok buyuktur ve kuguk olan
1/Re degerini dengeler.

Euler denklemi gegerli Euler denklemi Navier-Stokes
= denkleminin bir yaklastirimidir
/\ ve sadece Reynolds sayisinin
Q yliksek oldugu. net viskoz
S kuvvetlerin atalet ve/veya basing
S | % kuvvetlerine oranla thmal edilebilir

Euler denklemi gecersiz oldugu akis bélgeleri i¢in gecerlidir.

Euler denklemi, ceperlerden ve art izlerinden uzakta net viskoz kuvvetlerin
ihmal edilebilir oldugu yliksek Reynolds sayili akis bélgeleri icin uygun bir
yaklastirimdir.

Sonugc olarak, akiskanin geper icerisinden akamayacagini (ceper gecirgen
degildir) hala belirtebilmemize ragmen, Euler yaklastirimini kullandigimizda
kati ceperlerde kaymazlik sinir sartini belirtemeyiz.

Dolayisiyla Euler denkleminin cozumleri katr geperler yakininda fiziksel
olarak anlamsizdir, zira akisin burada kaymasina izin verilmektedir.

18



| _”Vlskoz Olmayan Akis Bolgelerlnde
| Bernoulll Denklemlnln TuretllmeS|

z = diisey mesafe

: EREY ¢ 174
—_— . . . .
k = z-yontindek: birim vektor | : /

Akim ¢izgisi

N (P V2 )
4 —+—+ gz
7y . p 2

<1l

bl
L\ ¢
<.

» i » ?' )
Y O halde g =-gk=-gVz = V(=2) : o -+ _Bir akum cizgisi boyunca
| ‘ V(Plp + V2 + gz) akim
- Yercekimi negatif z-ySniinde i s cizgisine her yerde dik
- etkidiginde g yergekimi vektérii -~ birvekbrdir, boylece |
T( 22) Dlarak yazilabilir. Sk - Plp+ VA2 + gzakim

c1zgis1 boyunca sabittir.



it Viskoz olmayan akis bélgelerinde daimi sikistirilamaz Bernoulli denklemi:

PV
; 4 > + gz = C = akim ¢izgisi boyunca sabit

- Kati cisim donmesi doniimli
olan bir viskoz olmavan E

akig bolgesi drnegidir. |
Bernoulli sabiti C akim
cizgisinden akim cizgisine
degisir ancak belirli bir ~

* akim cizgisi boyunca sabittir.




|
m JRNEK 10-3 Kati Cisim Donmesinde Basinc Alani
|

m Sekil 10-20'de gosterildigi gibi bir akiskan z-ekseni etrafinda kati cisim
B halinde dénmektedir. Sikistirilamayan akiskanin daimi akisi icin hiz alani
u, = 0, u, = wrve u, = 0 olarak verilmektedir. Orijindeki basing P,'dir. Bu

akis icin basin¢ alanini hesaplayiniz ve her bir akim cizgisi boyunca Ber-
noulli sabitini belirleyiniz. (s

COZOM Verilen bir hiz alani igin basing alanini hesaplayacagiz ve Bernoulli
sabitini belirleyecegiz.

Kabuller 1 Akis daimi ve sikistirllamazdir. 2 z-yéninde (duseyde) herhangi
bir akis olmadigindan disey yonde sadece hidrostatik basin¢ dagilimi mev-
cuttur. 3 Viskoz kuvvetler sifir oldugundan tim akis alani viskoz olmayan
bir akis bolgesi ile temsil edilebilir. 4 Akisa ait hicbir baytklik 6—ydninde
degismemektedir.

Analiz Kabul 3'ten 6tirt Denklem 10-18 dogrudan uygulanabilir.

1
2

Burada C, Sekil 10-20’de gosterildigi gibi akim cizgilerine dik ydnde,
yaricapla degisen Bernoulli sabitidir. Herhangi bir r radyal konumunda
Ve = @?r? alinirsa Denklem 1,

Bernoiilli denklemi: P=pC— —pV? — pgz q)]

ey
wr-r-

2

halini alir. Orijinde (r = 0, z = 0), basing Pj'a esit olur (verilen sinir sartin-
dan). Boylece orijinde (r = 0), C = C, elde ederiz.

P=pC—p — pgz 2)

P
Orijindeki sinir sarti: P,=pC, — C,= Fﬂ

21



Peki C'yi herhangi bir r konumunda nasil bulabiliriz? Bunun icin Denklem 2
yetersiz kalir, zira C ve P bilinmemektedir. Bu sorunun cevabi Euler denk-
“lemini kullanmaktir. Bir serbest ylizey bulunmadigindan Denklem 10-7 ile
verilen degistirilmis basinci kullanabiliriz. Bu durumda Euler denkleminin
r-bileseni asagidaki hale gelir:

L. S (3)
ar P T POT

(Denklem 9-62b'nin viskoz terimlerinin bulunmadigi haline bakiniz). Burada
verilen u, hiz bilesenini denklemde yerine yazilmistir. Hidrostatik basing
_zaten toplam basin¢ denklemine dahil edildiginden, P’ basinci z'nin fonk-
siyonu degildir. Sirasiyla 1 ve 4 numarali kabuller dikkate alindiginda P’
basinci t veya #'nin da fonksiyonu olamaz. Bu durumda P’ yalnizca r'nin
fonksiyonudur ve dolayisiyla Denklem 3'teki kismi tlrevi toplam tirev ile
degistirebiliriz. Bu denklemi integre edersek,
wr-
2

elde ederiz. Burada B, bir integral sabitidir. Orijinde toplam basin¢ P’ ger-
cek basing Pye esittir. Clinki bu noktada z = O’dir. Boylece B, sabiti ori-
jinde bilinen basin¢ sinir sarti uygulanarak bulunur. Bu durumda B, = F,
olur. Simdi de Denklem 4't, Denklem 10-7'yi kullanarak (P = P’ — pg2)
gercek basinca geri dondsttrelim:

Euler denkleminin r-bilegeni:

Toplam basin¢ alani: P'=p + B, 4)

w*r?

2

Gergek basing alani : P=p + P, — pgz (9)

Referans dizleminde (z = 0), boyutsuz basin¢ boyutsuz yaricapin fonksiyonu
~olarak cizilebilir (Sekil 10-21). Boyutsuz yaricap icin akistaki keyfi bir r =
R konumu karakteristik uzunluk &lcegi olarak secilmistir. Basing dagilimi r'ye
gore paraboliktir.

Son olarak C'yi bulmak tzere Denklem 2 ve 5'i birbirlerine esitlersek,

P
r’nin fonksiyonu olarak Bernoulli sabiti : C=—+ o (6)

elde ederiz. Orijinde C = C; = Py/p olup dnceki hesabimizla uyusmaktadir.

45
4
353 //
3 /
P-p, /
PLUERE 2.5 - /
23 7
1.5 /
= /
0.5 =
{JZIIIIIIII|||||||||||||||
0 05 1 15 2 25
| /R
SEKIL 10-21
Kati cisim dénmesi yapan bir
akiskan icin sifir yukseklikteki
boyutsuz basincin boyutsuz
radyal konum ile degisimi.
.22




10-5 m DONUMSUZ AKIS YAKLASTIRIMI

Akiskan parcaciklarinin higcbir net dbnmeye sahip olmadigi akis bolgeleri vardir ve bu
bolgelere donumsuz akis bolgeleri denir.

Viskoz olmayan bir akis bolgesinin donumsuz olmayabilecegi (6rnegin kati cisim gibi
donme hareketi) durumlar mumkuinse de genel olarak kati ceperlerden ve cisimlerin
art izlerinden uzak viskoz olmayan akig bolgeleri donumsuzddr.

Buna gore, donumsuzluk ile tanimlanan akis tipleri icin elde edilen ¢cozumler, Navier-
Stokes cozumlerinin yaklastirimlaridir.

Matematiksel olarak bu yaklastirim, vortisitenin ihmal edilebilecek kadar kucuk olmasi
demektir:

[ =V XV

|

Déniimsiiz akis yaklastirima: - ()

Doéniimsiiz akis bolgesi

Donumsuz akis yaklastirimi
yalnizca vortisitenin ihtmal
edilebildigi belirli akis
bolgeleri igin uygundur.

23
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Sureklilik Denklemi

f“ll

Vektor ozlesligi: V X Tr,f) = (0 Buna gore eger V X V=0ise V= ﬁq’;. (10-20)
hiz potansiyeli fonksiyonu ¢

J—

Déniimsiiz akis bolgeleri icin: V =Vd

D: nimsiz bir akis bdlgesinde hiz vektori, hiz potansiyeli fonksiyonu adi
verilen bir skaler fmkwcnun gradyeni olarak ifade edilebilir.

Vektor Szdegliginin kamt:: Donumsuz akis bolgelerine potansiyel

VX V=0 akis bolgeleri adi da verilir.

Kartezyen koordinatlarda acihm,
VxV¢=

(%Z %)" +(Bz—ax 3:3:)1

Denklem: 10-20 ile verilen
vektor ozdesligi, terimlerin
kartezyen koordinatlarda
acllmasiyla kolayca ispat
edilebilir.

¢’nin x, y ve 2’ye bagh diizgiin bir
fonksiyon olmas: halinde dzdeglik

24



i =— = ‘— W = - u =
dx ay 0z
 Diniimsiiz akis bolgeleri icin:
da*d b o 5 1
Vip=—+—S+—5=0 Vo=
dx dv-  az° r
Vig=10

SEKIL 10-24
Hiz potansiveli fonksivonu ¢ icin
vazilan Laplace denklemi, koordinat

- sisteminden bagimsiz olarak hem
ik1 hem de ti¢c-boyutlu akislar icin

: . ancak akigin doniimsiiz oldugu

bolgelerde (genellikle ceperlerden
ve art 1zlerinden vzak bolgelerde)
gecerlidir.

1 dd ddd
= - — . = —

roat ©0z
=0

- Genel 3-B sikistinlamaz akis:

»  Bilinmeyenler = u, v, wve P Sl

v D6rt denklem gerekll

l Yaklastirim

- Déntimstiz akis bolgeler:

*  Bilinmeyenler=¢ ve P
+  Iki denklem gerekh

Dontimsiiz akis bolgelerinde.
hiz vektodriiniin bilinmeyen
iic bileseni rek bir skaler
fonksivona (hiz potansiyeli

- | fonksiyonu) indirgenebilir.
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Momentum Denklemi
M\—EF = ‘U,Tj{?(f}} = ,u?{;/‘j_ﬁ} =0
H,--'

Navier-Stokes denklemi donumsuz akis bolgelerinde
Euler denklemine indirgenir.

L dV — = — _
Déniimsiiz akig bolgeleri icin p{T + {V'\F}V} =—VP + pg
olf
Dontimsiiz bir akis bolgesi, net "
viskoz kuvvetlerin doniimsiiz akis p, — .
vaklagtinmindan dolay: atalet ve/ —
- . H_F_FFH"_
veva basing kuvvetlerine gore _— I

thmal edilebilir oldugu bir bolgedir. / —

Dolayisiyvla akigin tiim doniimsiiz —

bolgeleri avii zamanda viskoz Akim ¢izgileri
olmavan bolgelerdir. buna karsin

akigin tiim viskoz olmavan bélgeler

déniimsiiz degildir. Akiskanin kendisi [3V+ (ﬁﬁjﬂ —_VP+ pg +M
her iki durumda da hala viskoz bar ot —
akigkandir. 0
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Donumsuz Akis Bolgelerinde
Bernoulli Denkleminin Turetilmesi

_/p Eger bir skaler buyuklugun (Soldaki ifadede parantez
V(— + E3 + g:) = (0 icindeki terim) gradyeni her yerde sifirsa, bu skaler
P - bayukluguin kendisi bir sabit olmalidir. Boylece:

Doniimsiiz akis bolgelerinde daimi ve sikistirilamaz akis icin Bernoulli denklemi:

P 1_;'2 ) ‘
— + -+ gz = C = her yerde sabit

P 2 Siireklilikten ¢’yi hesapla: V¢ = 0
Donumsuz bir akis bolgesinde ise ;

—5

Bernoulli sabiti her yerde aynidir. —_ ﬁ
Doniimsiizliikten V’yi hesapla: V= V¢

Donumsuzlluk yaklastirimi viskoz
olmama yaklastirimindan daha ‘
Kkisitlayicidir.
AER g _ 3 : : Bernoulli denkleminden P ’yi hesapla:
Donumsuz bir akis bolgesindeki >
cozumlerin elde edilmesi icin akis L % +gz=C
diyagrami. Hiz alani, sureklilik o
denklemi ve donumsuzluk sartindan
elde edilir. Bunun ardindan Bernoulli
denkleminden basing hesaplanir.
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ORNEK 104 Bir Hortumun Iki-Bdlge Modeli

Bir hortum icerisinden alinan yatay bir kesit (Sekil 10-28) iki farkl bolge ile
modellenebilir. l¢ veya cekirdek bélge (0 < r < R) kati cisim dénmesi, yani
daha 6nce aciklandigi gibi dénimli ancak viskoz olmayan bir akis bdlgesi
olarak modellenir. Dis bélge (r = R) ise dénimsiz bir akis bolgesi olarak
modellenir. Akig ré —duzleminde iki-boyutludur ve hiz alaninin bilesenleri
V = (u, uy),

Dis bélge

/

r=R

wr 0<r<R
Hiz bilesenleri: u, =0 uy= { wR? (1
R eee————

olarak verilmektedir. Burada w, i¢ bdlgedeki agisal hizin biaydklagiddr. Cevre
basinci (hortumdan cok uzakta) P, 'a esittir. 0 < r < =« olmak (izere hor-
tumun yatay bir kesitindeki basing alanini hesaplayiniz. r = 0'daki basing
nedir? Basing ve hiz alanlarini ciziniz.

-
COZOUM Hiz bilesenleri Denklem 1 ile temsil edilen hortumun yatay bir rad- ; -3
yal kesiti boyunca olan basing alani Ar)'yi hesaplayacagiz. Ayrica bu kesitte
r = 0 noktasindaki basinci belirleyecegiz. -

Kabuller 1 Akis daimi ve sikistirlamazdir. 2 Her ne kadar z yiiksekliginin
artmasiyla R artiyor ve « azaliyorsa da, belirli bir yatay kesit icin R ve w .
sabit kabul edilmektedir. 3 Yatay kesitteki akis r8-diizleminde iki-boyutludur §EK"' 10-28

(akis Z'ye bagh degildir ve hizin w—bileseni bulunmamaktadir). 4 Belirli bir lBil' hortum igerisindeki yatay bir
yatay kesit icerisinde yercekiminin etkileri ihmal edilmektedir (Dogal olarak = kesit iki bolge ile modellenebilir-
z-yoniinde ek bir hidrostatik basing alani mevcuttur, ancak daha 6nce de  gjirtiinmesiz ancak dontimlii i¢ akis
tart|§|ldllg| gibi bu durum akis dinamigini etkilemez). béleesi (1 < R) ve dontimlii bir dis
Analiz bolgede Navier-Stokes denkleminin uygun bir yaklastinmi Euler - - g
denklemi%ir ve basing alani integral yoluyla bulunur. Ornek ?U—?;’te kati akig bolgesi (r > R).

cisim dénmesi igin, :

- . . w’r? : 28
I¢ bolgelerdeki basing alanmi (r < R): P=p > + P, (2) _ i ' : i



-oldugunu gostermistik. Burada F,, r = 0’'daki (bilinmeyen) basing olup yer-
cekimi terimi ihmal edilmistir. Dis bolge dénimsiiz bir akis bolgesi oldugun-
dan Bernoulli denklemi uygundur ve r = R'dan r — =«'a kadar her noktada
Bernoulli sabiti aynidir. Bernoulli sabiti, hortumdan ¢ok uzakta, yani r — o,
u, — 0 ve P — P, seklinde sinir sarti uygulanarak bulunur (Sekil 10-29).
Buna gore Denklem 10-27,

- P V P,
r — =« oldugunda: ; + + g =C —» C= ? (3)
| Pip 'r’—}m r— kabul 4

sonucunu verir. Dis bdlgede herhangi bir yerdeki basing, Denklem 3'ten
bulunan sabitin degerinin Bernoulli denkleminde (Denklem 10-27) yerine
konulmasiyla elde edilir. Yercekimi ihmal edilerek,

1 1
Dug balgede (r = R): P = pC — Ep‘iﬂ =P_ - EPV} (4)

‘sonucuna vanlir. Burada V2 = ¢} olduguna dikkat ediniz. Denklem 1'deki
u, nin da yerine yazilmasiyla Denklem 4,
24
Dus bilgede basing alant (r = R): P=P,_ - %mrz
halini alir. r = R'de, yani i¢c ve dis bdlgelerin araylzinde, Sekil 10-30'da
gosterildigi gibi basincta siireklilik olmalhdir (basingta ani sigrama yoktur).
| Buna gore Denklem 2 ve Denklem 5'in bu arayiizde esitlenmesiyle,

(5)

ERE ER-1

r = R'deki basing: P_,=p<t +p =p -2 ®)
2 2 R-

elde edilir. Bu ifadeden r = O'daki basing F,

r = 0’daki basing: P,=P_— pw’R* (7

SEKIL 10-29

Bu problemde sinir sartlarin
elde etmek i1¢in en uygun

ver uzak alandir; bu durum
akiskanlar mekamigindeki bircok
problem i¢cin gecerlidir.

29



seklinde bulunur. Denklem 7 hortumun merkezindeki (firtina gdzii) basincin
degerini verir. Bu deger akis alanindaki en disiik basinctir. Denklem 7 kul-
lanilarak Denklem 2 verilen uzak alan ¢evre basinci P, cinsinden asagidaki
gibi yazilabilir:

2
I¢ bolgede (r < R): P=P_-— p.:mz(ﬁ.'2 - %) (8)

Cizimin herhangi bir yatay kesitte gecerli olabilmesi igin, verilen yatay kesitte
Fyi r'nin fonksiyonu olarak ¢izmek yerine boyutsuz basing dagilimini ¢izelim.
Boyutsuz degiskenlere bagl olarak,

: Uy r P—=P_ 1frV¥

Ic bolge (r < R): —=— — =] -
wR R pwR 2\R
4, R P—P,  1(RY

Dug baige (r > R). 2 == — = __(_) (9)
wR r  poR 2\r

sonucglar elde edilir. Sekil 10-31'de boyutsuz tegetsel hiz ve boyutsuz
basing, boyutsuz radyal konumun fonksiyonu olarak gésterilmistir.

P

==

(b)

SEKIL 10-30

Hortum modelinin gecerli
olabilmesi icin r = R’deki
basinc egim siireksizligine sahip
olabilir, ancak burada am bir
deger sicramasina sahip olamaz:
(a) gecerli, (b) 1se gecersizdir.
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irdeleme Dis bdlgede her yerde aym sabite sahip Bernoulli denkleminin
dogrudan bir sonucu olarak bu bélgede hiz azaldikca basing artar. Baska
bir yolla, drnegin Bernoulli denklemini kullanmaksizin dogrudan Euler denk-

lemini integre ederek dis bdlgedeki basinci hesaplamayir deneyiniz, ayni
sonucu elde etmelisiniz. ¢ bélgede ise hiz yaricapla dogrusal olarak artarken
basing, r ile parabolik olarak artar. Bunun nedeni Bernoulli sabitinin (Ornek
10-3'te de isaret edildigi gibi) akim cizgisinden akim cizgisine degismesidir.
r/R = 1'de tegetsel hizin egiminde bir sireksizlik olmasina ragmen, ic ve dis
bolgeler arasinda basincin oldukca dizgiin bir gecise sahip olduguna dikkat
ediniz. Hortumun merkezinde basing en diisiik seviyededir ve uzak alanda
atmosfer basincina ulasir (Sekil 10-32). Sonug olarak i¢ bélgedeki akig, bu
bolgede viskozite hicbir rol oynamadigindan dolayr déndmli ancak wiskoz
degildir. Dis bolgedeki akis ise dénidmsiiz ve wviskoz degildir. Bununla bera-
ber, viskozitenin dis bélgede hala akiskan parcaciklar {izerine etkili olduguna
dikkat ediniz. (Dis bodlgedeki bir akiskan parcacigina etki eden net wiskoz
kuvvet sifir olsa bile viskozite parcaciklarda kaymaya ve carpilmaya neden
olur).

En dusuk basing hortumun
merkezinde olusur ve bu
bolgedeki akis kati cisim

donmesi olarak ele alinabilir.
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Iki-Boyutlu Doniimsiiz Akis Bolgeleri

Yalnizca iki hareket yonunun onemli oldugu, uglincu yonde kayda deger
degisikliklerin bulunmadigi herhangi bir akis bolgesini iki-boyutlu kabul edebiliriz.

Buna en yaygin iki ornek :

duzlemsel akig (dUzleme dik yondeki degisimlerin ihmal edilebilir oldugu akis)
eksenel simetrik akig (bir eksen etrafinda donel simetrinin bulundugu akig).
Ayrica goz onune alinan problemin geometrisine bagl olarak kartezyen
koordinatlarda, silindirik koordinatlarda veya kuresel koordinatlarda calisabiliriz.

Iki-boyutlu akis iic-boyutlu

akisin bir alt kilmesidir; iki-boyutlu
akis bolgelerinde bir akim
fonksiyvonu tamumlavabiliriz, ancak
bunu ti¢c-boyutlu akislarda
vapamaviz. Bununla birlikte hiz
potansiyveli fonksivonu herhangi
bir doniimsiiz akis ht')ll;_zesjncle
tanimlanabilir.

3-B doniimsiiz akis bolgesinde:

= F = ﬁd}
- ?:{fﬁ =0

* ¢ tamimlr degildir

2-B doniimsiiz akis bolgesinde:

] [ ] [ ] [ ]

V=Vd
V=0

U tanimlidir
S

Vag =0
33



Duzlemsel Donumsuz Akis Bolgeleri

Duzlemsel iki-boyutlu akis
| icin (xy-duzleminde) kartezyen
| koordinatlardaki hiz bilesenleri

' ve birim vektorler. Duzleme dik
Y  yonde bir degisim yoktur.
2 02 _ dils dils
V2 = J dj + J d) — o Akum fonksiyonu: W=-—— v=—"—
dx* {'i'_}"] dy ox
(; = {i—y — ? 3 K (_'if) _9 (d_m) — _E'i:di — if -0 Vil = rlj_i'l: + r_h'lj — )
ox  O) dx \  odx dy \ dy ax=  ay- dx=  dy”

* Akim fonksivonu siireklilik denklemi ile tanimlanir; ¥ icin Laplace denk-
lemi déniimsiizliik sartindan elde edilir.
* Hiz potansiveli doniimsiizliik sarti ile tamimlanir; ¢ icin Laplace denklemi

siireklilik denkleminden elde edilir.
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Akim cizgilen

Es potansivel cizgiler:

Diizlemsel déniimsiiz akis bolgelerinde
sabit ¢ (espotansiyel cizgileri) ve sabit
egrileri (akim cizgileri) karsihkli ilarak
diktir, yani (karsilastiklart) her yerde
birbirlerini 90° aci ile keserler.

I o
Laplace denklemi (r,8)’ da diizlemsel akig: — ;_
raor

1 difs

Akim fonksivonu: u =
fonksty " roae

_ W

=

Duzlemsel iki-boyutlu akis icin (r&-
plane) silindirik koordinatlardaki hiz
bilesenleri ve birim vektorler. Duzleme
dik yonde bir degisim yoktur.

E) L1

ar

r 06

dr : - 35



Eksenel Simetrik Donumsuz Akis Bolgeleri

AY

Eksenel simetrik bir cisim
uzerinde silindirik
koordinatlarda z-ekseni
etrafinda donel simetrili akis.
Geometri ve hiz alani 8ya
bagh degildir, u,= 0 dir.

N Donel 9 .
\ : . 1 a dch o~ ch 1 a i
\ simeltri — ‘_(r _) + — = 0 — ,—['rur) +—=10
s . roar ar s i r ar oz
Eksenel \*\
simetrik cisim T N
. S | dr | s

Akim fonkstyonu: U, = ———7— U =

N S B roz o rar

' du .ol a 1 il a1 o a 1 ol Fjjaf.r '
———=—|\——=)-——\=-—J)=0 r—l——|+-—==0"
oz dr iz r oz dr \r or dr \r or i

Dizlemsel dénamsiz akis bélgeleri icin Laplace denklemi hem ¢ hem de ¢
icin gecerlidir; ancak eksenel simetrik donimsutz akis bdlgeleri icin Laplace

- denklemi ¢ icin gecerli ancak ¢ i¢in gecgersizdir.
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UYARI!

EKSENEL SIMETRIK Eksenel simetrik
AKISTA AKIM donimsiiz akistaki
FONKSIYONU akim fonksiyonu

: denklemi (Denklem
lePl;ACE DENKLEMI 10-34) Laplace
ILE IFADE EDILMEZ denklemi degildir.

iki-BoyutIu Cesitli koordinat sistemlerinde hiz potansiyeli fonksiyonu ve akim fonksiyonuna
bagh olarak daimi, sikistirilamaz, iki-boyutlu déntmstz akis bélgeleri icin hiz

Donumsuz bilesenleri
i A.‘kllg Tanim ve
BOlge|Q_r|n|n Koordinat Sistemi Hiz bileseni 1 Hiz bileseni 2
Ozeti DUElemsel; kartezyen b I 9 "
koordinatlar H=—=— y=—— = —=
o0x dy dy ox
Dazlemsel; silindirik
’ d d d d
koordinatlar u, = 99 — 194 Uy = 19¢ — 9
dr r ao r do dar
Eksenel simetrik;
* d Gl 0 d
silindirik koordinatlar o =38 _ 1o g =00 _19

" ar r oz 0z rar




Donumsuz Akis Bolgelerinin Superpozisyonu

Eger donumsuz bir akis bolgesi iki veya daha fazla ayri donumsuz akis alanlarinin
toplami ile modelleniyorsa (6rnegin serbest-akim icerisine yerlestiriimis bir kaynak)
birlesik akis alanini tarif etmek icin her bir akisin hiz potansiyeli fonksiyonlari

toplanabilir.

== ki ya da daha fazla donumsuz akis ¢6zUmunun

; N e
:(—g— (daha karmasik olan) bir Gglincl ¢dzimd
; p——

ey == olusturmak Uzere toplanmasi islemine
b + = ¢ superpozisyon denir.
Iki doniimsiiz akis alaninin siiperpozisyonu: ¢ = ¢ + ¢,

o b, + by  ddy  dd,
u=—_—= - =—— +t—=u; + u,
dx oxX X ox B

Siiperpozisyon ile birlesik hiz alant : V=V +V,

m—r TN Donumsuz akis ¢ozumlerinin
2 \ N !ﬁ/‘é‘:-\ superpozisyonunda akis alaninin
L T 7™ herhangi bir noktasindaki iki hiz
“__-" vektorl, bu noktadaki birlesik hizi
meydana getirmek Uzere vektorel 38
olarak toplanir.



 Temel Diizlemsel Déniimsiiz Akislar

Stiperpozisyon yoluyla
akis alanlarini toplayarak
k,arma§lkfbil' d(')‘,nijmsijz

Yapltasrl"?'j'—:Unifor';rh. Akim

W, W

" Uniform akim: u = v = . 0
' ox dy dy ox
f 0 i
b=Vx+fly — v= oy =f(yy=0 —  f(y) = sabit
oy :
Bir iiniform akim icin iz potansiyeli fonksiyonu: ¢ = Vx
- Bir iiniform akim icin akim fonksiyonu: = Vy

donlimsiz temel “yapitas!”

_akis alani olusturabiliriz.

(10-37)
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u = u,cost

u, cos f

Uniform akim: | = Vrsin

-4




Yapitasi 2—Cizgisel Kaynak ve Cizgisel Kuyu

L uzunlugunda sonlu bir ¢izgi parcasindan tniform
olarak dogan akigskan. L sonsuza yaklastikca, akis
cizgisel kaynak durumuna gelir ve xy-duzlemi

kaynak eksenine dik yonde alinir.

Y11
n du;l;,mi t\;"', h“._\ u,
y \ VIL ;/'
/ ;/[\‘1 H \B —
- i
.' -
'. X
i ]
Cizgisel kaynak: Akiskanin digari sizdigi “\
gizgiye. '}\ AN
Cizgisel kaynak siddeti: Birim derinlik \
basina debi. Y J\
Cizgisel kuyu: gizgisel kaynagin karsiti olup ~ ‘y-duzleminin merkezine
bu durumda akigkan gizgisel kuyu eksenine yerlestirilmis V/L siddetindeki
dik olan dizlemlerde tiim yénlerden ¢izgi cizgisel kaynak; herhangi bir
icerisine dogru akar r varicapli cemberden birim
] derinlik basina gecen toplam
hacimsel debi, r degerinden it

bagimsiz olarak V/L ye esit
olmalidir.



;1. Paydada bulunan r, orijinde sifir oldugundan u,’nin bu noktada

T e U= sonsuza gidecegine dikkat ediniz. Bu noktaya tekil nokta
veya tekillik adi verilir.
dp 1o V/L | do N

izgisel kaynak: U, =—=———-= g =——=—"=1(

Gizgis ) T ar rde  2mr " rae ar

t;_i'f.'lf l'.”'lf ;'IIL

_—=—u'“=ﬂ — f,'lf =ffH'} — ——ffH}—fH =

ar df 2T

L
flB) = f + sabit

27

Merkezdeki cizgisel kaynak:

V/L V/L
In r ve r = )

21 ' 2ar

b =

xy-diizleminde merkeze yerlestirilen
VIL siddetindeki bir cizgisel kaynak
icin akim ¢izgileri (stirekli ¢izgi) ve
espotansivel cizgileri (kesikli cizgi). Y




Llnr: ; (x —a® + (y — b?
. (a, b) noktasindaki 27 2‘?1' (10.aa) e
cizgisel kaynak: V/L V/L y— b G
y=—0, z—arctan s

X —da

" ydiizleminde keyfi bir (a, b) |
.~ noktasmna yerlestirilen V/L
~ siddetindeki ¢izgisel kaynak. |




ORNEK 10-5 Es Siddetli Kaynak ile Kuyunun Siiperpozisyonu

Sekil 10-48'de gosterildigi gibi, (—a, 0) noktasinda V/L siddetinde bir ciz-
gisel kaynak ile (a, 0) noktasinda ayni siddete sahip (ancak ters isaret|i) bir
cizgisel kuyudan olusan doénimsiiz akis bdlgesini goz oniine alimz. Akim
fonksiyonu icin hem kartezyen hem de silindirik koordinatlarda bir ifade
olusturunuz.

[jﬁZUM Bir kaynak ve bir kuyunun siperpozisyonunu yapacak ve  icin kar-
tezyen ve silindirik koordinatlarda birer ifade elde edecegiz.

Kabuller  Go6z 6nine alinan akis bolgesi sikistirlamaz ve dénamsazddr.
Analiz Kaynak icin 'y elde etmek (izere Denklem 10-44'G kullanalim,

VIL y
(—a, 0)'daki ¢izgisel kaynak: oy, = EH, bu ifadede #, = arctan B + . (1)
Benzer sekilde kuyu igin,
, —V/L - y
(a, 0) daki kuyu: U, = #, buifadede 6, = arctan (2)
2 X —a

yazabiliriz. Stperpozisyon islemi bize birlesik akim fonksiyonunu elde etmek
(izere bu iki akim fonksiyonunu (Denklem 1 ve 2) basit bir bicimde toplama
imkani tanir:

V/IL
Birlesik akim fonksivonu: o=, + i, = 2—(9| — 6, (3)
o

—VIL

- a -

SEKIL 10-48

(—a.0)’da bulunan V/L siddetindeki
bir cizgisel kaynak ile (a,0)’da
bulunan —V/L siddetindeki bir
cizgisel kuyunun siiperpozisyonu.
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Denklem 3'G yeniden dizenler ve her iki tarafin tanjantini alirsak,

2 tan 8, — tan 6,
tan —— = tan (#, — 6,) =
\/ - 1 + tan 6, tan 6,

(4)

elde ederiz. Burada bir trigonometrik 6zdeslik kullandik (Sekil 10-49).
Simdi de Denklem 1 ve 2'den #; ve 85'yi alip bu ifadede yerine yazar ve
akim fonksiyonunu elde etmek igin bazi cebirsel islemler yaparsak,

y y
2m x+a x-—a —2ay
tan T = . ;
y y x2 + y? — a?
1 + — : '

X t+tax —a

sonucuna variriz. Sonrasinda esitligin her iki tarafinin ters tanjanti alinarak

- VIL 2ay
arctan —; : (5)

2 Xt +

Nihai sonuc, kartezven koordinatlar. =

¥ ¥
Yy —u

elde edilir. Denklem 10-38'i kullanarak bunu silindirik koordinatlara dénus-
tirebiliriz:

- VIL 2ur sin 6
U = arctan ——— (6)
2 re— u*

Nihai sonug, silindirik koordinatlar:

[rdeleme Eger kaynak ve kuyunun yerleri degistirilirse, kaynak siddeti WL
dnindeki negatif isaretin kalkmasi disinda sonug ayni olur.

Faydah Trigonometrik Ozdeglikler

sin{a + ) = sin a cos B + cos asin B
cos{x + B) = cos acos B — sin a sin B

tan(a + B) =

tan o +tan B
1-tan o tan 8

_cotBcota—1
cotla + B) =t B+ cota

Bazi faydali trigonometrik
ozdeslikler.
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H - Vi
Yapitasi 3—Cizgisel Vorteks v P
r
g
0
I I Yy N1
! .
b f |
|
* % l I .
} ' - —w X
xy-diizleminin merkezine | - xy-diizlemindeki keyfi bir (a, b)
verlestirilen I siddetinde noktasina verlestirilmig I’
cizgisel vorteks. siddetinde cizgisel vorteks.
) 14 1d W T
Cizgisel vorteks: u_ = ﬁ = —ﬂ =0 u,= —ﬁ -
! dar raf ' r g dr 2mr

olup burada I""va sirkiilasyon veva vorteks siddeti ad1 verilir.

I' [’
Merkezdeki cizgisel vorteks: b=—8 Y=—Inr
2 2
I I y— b
d = S B, = - arctan
(a, b) noktasindaki = =T X —da
cizgisel vorteks: I ¥ /
- I fiv — 2 CTR 2
i S_Inr S Ina/(x —a) + 0 b)

LT LT



ORNEK 10-6 Bir Akista Uc Bilesenden Olusan Hiz

Dénumsiz bir akis bolgesi; (x, y) = (0, 1)'de §_iddeti (fd"x’_}l = 2.00 m?/s olan
bir cizgisel kaynak, (x, y) = (1, —1)'de siddeti (UL), = —1.00 m2/s olan baska
bir cizgisel kaynak ve (x, ) = (1, —1)'de siddeti I' = 1.50 m?/s olan bir ¢izgisel

vorteksin siiperpozisyonundan olusmaktadir. [2 numarali kaynak (V/L), negatif

oldugundan aslinda bir kuyudurl. Tim konum koordinatlar metre cinsinden veril-

mistir. Ug yapitagi blogunun konumlan Sekil 10-52'de gésterilmistir. (x, y) = =

(1, 0) noktasindaki akiskan hizini hesaplayiniz.

COZUM Iki cizgisel kaynak ile bir vorteksin siiperpozisyonu icin (x, y) = (1, 0)
noktasindaki hiz hesaplanacaktir.

Kabuller 1 Modellenen akis bdlgesi daimi, sikistirilamaz ve dénimsizdir.
2 Her bir bilesenin verilen konumundaki hizi sonsuzdur (bunlar tekil nokta-

lardir) ve bu tekil noktalar civarindaki akis fiziksel degildir, ancak yapilacak :

analizde bu bdlgeler géz ardi edilmektedir.

Analiz Bu problemi ¢dzmek igin birkag yol vardir. Denklem 10-44 ve Denk-

lem 10-47'i kullanarak ¢ akim fonksiyonunu toplar, ardindan hiz bile-
senlerini elde etmek icin birlesik akim fonksiyonunun tirevlerini alabiliriz.
Alternatif olarak ayni seyi hiz potansiyeli fonksiyonu igin yapabiliriz. Daha
kolay bir yaklasim ise hizin kendisinin siiperpozisyon edilebildigini dikkate
almaktir. Bu amacla, verilen bir noktadaki birlesik hizi olusturmak icin g
temel akisin her birinin neden oldugu hiz vektérlerini toplayabiliriz. Yapilan

islem Sekil 10-53"te gosterilmistir. Vorteks (1, O) noktasinin 1 m yukarisina

yerlestirildiginden vorteksin neden oldugu hiz saga dogru olup,

r 1.50 m?/s
V orteks = = = 0.239 m/s (1)
T 2mrnee 2m(1.00 m)

buyikligine sahiptir. Benzer sekilde ilk kaynak Sekil 10-53'te gosterildigi
gibi (1, 0) noktasinda x-ekseni ile 45° ag1 yapan bir hiza neden olur ve bu
hizin blylklagi,

_viD), | 200 mYs
Vka;.-nakl - -

zwrkagmak 1 211'('\/5 m)

= 0.225 m/s 2

SEKIL 10-52

xv-diizleminde 1ki cizgisel
kavnak ile bir cizgisel vorteksin
stiperpozisyonu (Ornek 10-6).
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olur. Son olarak ikinci kaynak (kuyu) asagi dogru dik ve

iy, =100 mYs|

V » a T
R D s 277(1.00 m)
bayakldginde bir hiza neden olur. Bu hizlar, $Sekil 10-54"te gisterildigi gibi

paralelkenari tamamlamak suretiyle vektdrel olarak toplanabilir. Denklem
10-35"1 kullanarak bileske hiz,

= 0.159 m/s (3)

V=V u + Vws: + Vigonyo = (03987 + 0j) m/s 4)
02397 m/s (%T + % __.") m/'s —':'.I.].‘i‘}_."r /s

olarak bulunur. Buna gore (1, 0) noktasinda siiperpozisyon yoluyla bulunan hiz
0.398 m/s ve saga dogrudur.
Irdeleme Bu érnek, tipki akim fonksiyonu veya hiz potansiyeli fonksiyonu gibi

hizin da siperpozisyon edilebilecegini gostermektedir. ¢ ve & 'ye ait olan dife-

ransiyel denklemlerin lineer olmasi, buna bagh olarak tlrevlerinin de lineer
olmasindan o&tird hiz siiperpozisyonu dénimsiiz akis bélgelerinde gecerlidir.

?ku}'nuk 1

(1,0 noktas:

(a) Vorteks, (b) kaynak 1 ve
Bileske iz .
SEKIL 10-54 ~ dikkat ediniz) (Ornek 10-6).

Ornek 10-6da olusan iic hizin
vektorel toplamu.

(c) kaynak 2 nedenivle olusan
hiz (kaynak 2'nin negarif olduguna

n

1
Fvorteks

+ -

| i'jrw:urlelvcs,
0 e
x.m
(a)
V. m / vkaynﬂl‘. |
0 1; -
; x.m
& ¢ ’
Ly kn}'nakfl
(VIL),
(b)

1

X, Im
?}Laynak 2

"'ka}'nal: 2
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Yapitasi 4—Ikili
Birlesik akim fonksivonu:
a— 0 icin akim fonksiyonu:

x-eksent boyunca ikili:
ikili siddeti K = a(\/L)/7

X-ekseni bovunca ikili:

Vi
— /L 2ar sin 0
= arctan ————
2 r-— da
—al L;’ILJr sin @
'1'!' — v 2
mir- — a’)
—a(\V/L) sin 8 sin @
= = —K
o r ¥

_le.
r
1_;’;" — 0O
9, 0
. |
! —~V/L——00 |
| |
| |
| |
| |
- 0——a-0—|

cos 0
¢, =
4 Xy-diizleminde ve x-ekseniyle
P - hizalanmis K siddetine sahip
‘ merkezdeki bir ikilini icin akim
- i cizgileri (strekli cizgiler) ve
) ' espotansiyel cizgileri (kesikli
0, ® cizgiler). '

X Bir ikili; (—a.0) daki bir cizgisel
kaynak ile (a.0)’daki bir cizgisel
kuyunun siiperpozisyonundan
olusturulur; aV/ /L carpimi sabit
kalacak sekilde a sifira yaklagtikca

V/ /L sonsuza vaklasir.
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Superpozisyon ile Olusturulan Donumsuz Akislar

Donumsuz akislar icin bir dizi yapitasina sahip oldugumuza
gore, simdi superpozisyon teknigi ile daha ilging donumsuz
akis alanlarini olusturmaya haziriz demektir.

Burada verecegimiz ornekleri xy-duzlemindeki duzlemsel
akislar ile sinirliyoruz.
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Bir Cizgisel Kuyu ile Bir Cizgisel Vorteksin Superpozisyonu

—5

V.

VA . 1 . '
: vorteks Silperpozisyon:

<i 4.

x .Fku:.:u Akim g::’g.rft’ﬂ .
B 24 X
A / ! Hiz bilegenleri:

V/L (burada V/L negatiftir.)

SEKIL 10-57 .

Merkeze verlestirilmis V/L siddetinde
bir cizgisel kaynak ile T siddetinde
bir cizgisel vorteksin siiperpozisyvonu.
Vektorel hiz toplamu xy-diizlemunde
herhangi bir noktada gdsterilmistir.

Merkezdeki bir cizgisel kuvu ile bir
cizgisel vorteksin sliperpozisyonu
ile olusturulan akim cizgileri. ¢ igin
verilen degerler m*/s birimindedir.

_VIL r

b=y T
((D’IL}H — 2171,{!)
r=e
exp r
Ll v T
Ur = rof  2r “o ar  2mr
- //’—-——___-
2 / 0.6
- 0.5
: D.?_‘.x\
] ]
i 0.8
y, m : 0.4 \.
{}_
- 0.9
1 "o03
-1
T~—1001 02 o O
_2 [ [ [ I | [ [ [ [ | [ [ [ [ | [ I T 1
) -1 0 | 2
X.m



Bir Uniform Akim ile Bir ikilinin Stiperpozisyonu—
Bir Silindir Uzerinden Akis

¥

B
-Jl -
V Uniform akim

V. v
—_ fikili /T"'
(K V Bu 11111f:::}m akim tle bir ikilinin
— « L - siiperpozisvonu; vektorel hiz toplanu

g J xy-diizleminde herhangi bir kevfi
—_— noktada gdsterilmistir,
sin #
i . ¢ =V . —
Stiperpozisyon: = Vorsint — K— YA
Ikili siddeti: K = V.a*
Akim fonksiyonun a>
. = 17 «j _
alternative formu: U= Vesinblr—— -
U r ]
flllf:I: — _||":I: — i |','I_|":I: — H.II"I H li,..:|: — —
V. a It ok ; ) } e L ha]
Bir uniform akim ile bir ikilinin
Boyutsuz akim ~  y* =+ V() + 4 sin? 0 superpozisyonu daire §ek_I|_nde bir
cizgileri: re = > <in akim ¢izgisi meydana getirir. = 52



Bu akig bir silindir
lizerinden olan potansiyel
akisi temsil eder.

Bu akig alaninda biri
silindirin onunde, digeri de
arkasinda olmak Uzere iKi
adet durma noktasi vardir.

2

[a—r

|:1'|.

o

Bir timiform akim 1le merkezdeki

bir ikilinin siiperpozisyonu ile
olusturulan boyutsuz akim cizgileri:
Yt = /(V,a), A = 0.2, x* = xla
ve yv* = y/a olup a silindir varicapidir.

] o ﬁ'-" 'I'-,::Il'.'l.l‘ . ﬂ._-'
u,=— —=V,.cost|1—— Uy, =——=—V,.sin#| 1 +—
rodt re ar

[R—y
IIII|IIII

I
(]

2 -1 0 1 2

Silindir ylizeyi

lizerinde: u, =10 uy, = —2V,.sin 6



ORNEK 10-7  Bir Silindir Ozerindeki Basinc Dagilimi

Dontimsiiz akis yaklastirimini kullanarak v, hizinda bir serbest akim igerisine
yerlestirilen a yaricaph bir silindirin yizeyi Gzerindeki boyutsuz statik basing
dagilimini hesaplayiniz ve ¢giziniz (Sekil 10-62). Elde ettiginiz sonuglan tar-
tisimiz. Silindirden uzakta basing P 'dur.

[j["lZUM Bir serbest akima birakilan dairesel bir silindir ylizeyi boyunca olan
boyutsuz statik basing dagilimini hesaplayip cizecegiz.
Kabuller 1 Modellenen akis bélgesi daimi, sikistirllamaz ve dénimsizdir. 2
Akis xy-dizleminde iki-boyutludur.
Analiz Her seyden dnce, statik basing akis ile hareket eden bir basing pro-
buyla élciilen basingtir. Deneysel olarak biz bu basinci bir yiizeyde, ylzeye
dik yonde acilmis kigik bir delik olan statik basinc prizi kullanarak olgeriz
(Sekil 10-63). Bu deligin diger ucunda bir basing dlgme cihazi bulunur.
Bir silindir yiizeyi boyunca olan statik basing dagilimina ait deneysel veriler
literatlirde mevcut oldugundan sonuclarimizi bu deneysel veriler ile karsilas-
tiracagiz.

Bolim /'de boyutsuz basing basinc katsayisi olarak ifade edilmisti:

P—-P,
Basing katsavise : C =15 (1)
of A

Goz 6nlne alinan bdlgede akis dénidmsdz oldugundan akis alanindaki her-
hangi bir yerdeki basinci hesaplamak icin Bernoulli denklemini (Denklem
10-27) kullanabiliriz. Yercekimi etkilerini géz ardi ederek,

PV P, Vi
Bernoulli denklemi : — 4+ — = gabit = — + — (2)
p 2 P 2

L\

SEKIL 10-62

ay-diizleminde V,, timiform hizindaki
bir serbest akima birakilan a varicaph
dairesel silindir tizerinden diizlemsel
akis. Kural olarak 8 acis1 silindirin
Oniinden 1tibaren tanimlannmustur.

Basinc prizi
/ : P

Basing
diniistiiriiciisiing

SEKIL 10-63
Bir yiizey lizerindek statik basing,
manometreye veva bir elektronik
basing doniistiiriiciisiine bagli bir statik
basing prizi kullanilarak dlctiliir.
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yazilabilir. Denklem 2'yi yeniden dﬁzenl[:}ip Denklem 1'de yerine yazarsak,

c-P&_, V
- —1— 3
P Iv2 vz *

sonucuna varirnz. Silindir yiizeyi boyunca V2 = uf oldugundan daha énce
buldugumuz silindir Gzerindeki tegetsel hiz ifadesini (Denklem 10-59)
yerine koymak suretiyle Denklem 3,

—2V_sin #)?
¢ =1 2o

, = =1 —4sin*f

Yiizey basing katsayvist:
haline gelir. Yiizey basin¢ katsayisini silindirin 6n yiiziinden itibaren tanimla-
nan B agisina baglh olarak (Sekil 10-62) ifade etmek icin 8 = # — 6 doni-
simi yapilirsa,
B cinsinden C,,: C,=1—4sin’B (4)
sonucu elde edilir. Sekil 10-64'te silindirin (st yarisi (izerindeki basing
- katsayisi (surekli mavi egri) B'nin fonksiyonu olarak cizilmistir. (Yukaridan
asagl simetri oldugundan silindirin alt yarisindaki basing dagilimini cizmek
gereksizdir). Sekilde goze carpan ilk durum, basing dagiliminin énden arkaya
simetrik olusudur. Zaten daha onceden akim cizgilerinin de dnden arkaya
simetrik oldugunu bildigimizden bu sonug sirpriz degildir (Sekil 10-61).

On ve arka durma noktalari (sirasiyla 8 = 0° ve| g8 = 180°) Sekil 10-64'te
isaretlenmistir. Buralarda basing katsayisi 1'dir ve bu iki nokta, akis alanin-
daki en yiksek basinca sahiptir. Fiziksel degiskenler cinsinden durma nokta-
- larindaki statik basing P, + pVZ/2 degerine esittir. Diger bir ifadeyle gelen
akisin tam dinamik basinc degeri (ayrica vurus hasinci olarak da adlandinlir),
akiskan durma noktasinda sifir hizina yavaslarken (negatif ivme), cismin bur-
nunda statik basing olarak hissedilir. Silindirin en dstiinde (B = 90°) ylzey
boyunca olan hiz, serbest akim hizinin iki katidir (8 = 90°) ve basing kat-
sayisi bu noktada en diisiik degerine iner (Cp = -3). Cp, = 0 olan iki nokta
da (B = 30° ve 150°) Sekil 10-64"te gosterilmistir. Bu konumlardaki statik
basinglar serbest akim basincina esit olmaktadir (P = P,).

On Durma Noktas1  Arka Durma Noktas:

1
i Serbestaklm\
= -~ basinci
o+
@

_G""J
i
1 1 1 1
,.r»-'."“‘r
®

Ust
_3 T T | T T | T T

0 30 60 90 120 150 180
B. derece

SEKIL 10-64

Dairesel bir silindir yiizeyi boyunca
B acisuun fonksiyvonu olarak basing
katsayisiun degisimi; siirekli mavi

edrn doniimsiiz akis vaklastirmudir.

- Yesil daireler Re = 2 X 10 i¢in

deneysel verilert (laminer suur
tabaka ayrilmasim), kirnuzi daireler
ise Re = 7 X 10° icin tipik deney-
sel veriler: (tiirbiilans suur tabaka
ayrilmasini) gdstermektedir.

Veriler Kundu ve dig 201 1'dan alinnugtir .
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D'Alembert paradoksu: Déniimsiz akis yaklastirimi yapildiginda, tniform bir
akim icerisine birakilan ve zerine kaldirma kuvveti etkimeyen gelisigizel
sekilli bir cisme etkiyen aerodinamik direng kuvveti sifirdir.

Déniimsiiz akis vaklastirm

N | S
~ |
|
—_—
— —\\-j/—“\\hh_,f__ 0.5\ !
Aerodinamik direnc = 0 0.0\
(@) T\/—/
1 |
Vv Gercek (doniimlii) akis alam : ‘ 05—
—_— _,_._--—-""'—“"'-—--_.______—
_‘-‘-‘-‘_‘-‘_‘_-_'_‘—-— : n L : " n . [} :
- K”_\j Bir balik gdvdesindeki gézlerin konumu,
- —\\\;//;’___%E hizl ylzerken gorisinin bozulmamasi
—_— ﬁ igin: sifir basing noktasi civarinda olacak
Aerodinamik direng #0 ‘ sekilde yerlestirilmistir. Gosterilen verller‘
(b) ' ~ bir lufer ballglna aittir.

(a) D’Alembert paradoksuna goére, donimsiiz akis yaklag.tlrlml,
-~ yapilmasi halinde herhangi bir sekle sahip, kaldirilmayan cisim
- Uzerindeki aerodinamik direnc sifirdir. (b) Gergek akislarda ise
uniform bir akima birakilan cisimler Uzerinde sifirdan farkl bir

direng vardir. 2



Dénidmsiiz akis yaklastinmi yapildiginda herhangi bir akim cizgisi kati bir
. ceper olarak dustnilebilir.

A
-
R I — —r—
1 I
— 71—+
—»— 1 1 1T
"1 [T
Y — 1 71—
T
O
_—'//A’, - H‘-\‘k}‘_
_—'__—/_,—, 7 \\\ & —] . . .
—_____,_,-/ S P*=0.2 __';\\___ Sekil 10-61’de verilen ancak burada
0 7 ! ] | i = 0.2°nin kat1 ceper olarak
SR L L modellendigi bovutsuz akim cizgileri.
—2 —1 0 | 2 Bu akis simetrik bir tepe iizerinden
X ~olan hava akisim temsil etmektedir.
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GRNEK 10-8 Elektrikli Siipiirgenin Emis Agzina Dogru Akis

Tipik bir elektrikli sfjlpﬂrgenih zemin aparati lGlesinin icerisine dogru olan hava
akisini dikkate aliniz (Sekil 10-68a). Lile giris agikliginin eni w = 2.00 mm
ve boyu L = 35.0 cm'dir. Agiz sekilde gosterildigi gibi zeminden b = 2.0
cm yukarida bir mesafede tutulmaktadir. Stpirge hortumundan gecgen toplam
debi V = 0.110 m3s'dir. Emis aparatinin merkez diizlemindeki akis alanini

belirleyiniz (Sekil 10-68a'da xy dizlemi). Bunun igin birkag akim ¢izgisi ¢izi- |

niz ve x-ekseni boyunca olan hiz ve basing dagilimlarini hesaplayiniz. Zemin
boyunca maksimum hiz nedir ve nerede olusur? Zemin boyunca siipiirge
nerede en etkin sekilde cahligir?

COZUM Bir elektrikli stpiirgenin zemin aparatinin merkez diizlemindeki
akis alanini, zemin boyunca (x-ekseni) hiz ve basinci, zemin boyunca olusan
maksimum hizin degerini ve konumunu, zemin boyunca sipirgenin en etkin
nerede calistigini belirleyecegiz.

Kabuller 1 Akis daimi ve sikistinlamazdir. 2 Akis xy-dizleminde iki-boyut-
ludur (dizlemsel). 3 Akis alaninin ¢ogu donumsdzdir. 4 Oda sonsuz blyik-
likte ve akisi etkileyebilecek hava akimlar bulunmamaktadir.

Analiz Sapirgenin zemin aparatindaki acikligini, Sekil 10-68b'de gosteril-
digi gibi x-ekseninden b mesafesi kadar yukar yerlestirilen bir cizgisel kuyu
olarak ele alalim (negatif siddetli bir cizgisel kaynak). Bu yaklastinmi yap-
makla, sonlu agiklik enini (w) gdz ardi etmis ve agiklik icerisine olan akisi,
xy-dizleminde (0, b)'de bir nokta olan cizgisel kuyu icerisine akis olarak
modellemis oluruz. Ayrica hortumdan veya aparat gévdesinden kaynaklana-
bilecek etkileri de ihmal ediyoruz. Cizgisel kaynagin siddeti, toplam debinin
aciklik uzunlugu ['ye bélinmesiyle,

izoisel kavnak siddeti: V_ Z0.110mYs _ 0.314 m%/s M
Cizgisel ka Sidder: 3 035 m : m-/s

olarak elde edilir. Bu bir cizgisel kaynak degil bir cizgisel kuyu oldugundan
negatif isareti kullandik.

[ [ ————!

Zemin

()
SEKIL 10-68

Zemin aparatli stiptirge hortumu;

(a) xz-diizlemindeki tic-boyutlu
goriiniis ve (b) bir ¢cizgisel kuyu ile
modellenmis emisin xy-diizlemindek:
kesit gbriintisii.
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Acikca goriilmektedir ki bu cizgisel kuyu (Sekil 10-68.) tek basina akisi
modellemeye yeterli degildir. Cinki hava kuyu icerisine zemin boyunca
yukaridan da olmak (Ozere tim yonlerden akmaktadir. Bu sorunu dnlemek
amaciyla, zemin etkisini modellemek icin baska bir temel donimsiz akisi
(yapitasi) ekleyelim. Bunu yapmanin akillica bir yolu goriintiiler yontemini
kullanmaktir. Bu teknik ile zemin altinda (O, —b) noktasina ikinci bir 6zdes
kuyu yerlestiriyoruz. Bu ikinci kuyuya goriintil kuyusu adi verilir. Bu durumda
x-ekseni simetri dogrusu oldugundan, x-ekseninin kendisi akisin bir akim ciz-
gisi haline gelir ve boylece zemin olarak disinilebilir. Analiz edilecek akis
alani Sekil 10-69'da cizilmistir. Siddeti V/L olan iki kaynak gosterilmistir.
Ustteki kuyu akis kuyusu olarak adlandirilir ve siipiirgenin zemin aparatina
emisi temsil ederken, alttaki kuyu ise goriinti kaynagidir. Her iki kaynagin
da gercekte kuyu olabilmeleri icin bu problemde V/L'nin negatif oldugu unu-
tulmamahdir (Denklem 1).

Bu akis alaninin dénimsiiz yaklastinmi icin akim fonksiyonunu olusturmak
lizere siiperpozisyon teknigini kullanalim. Buradaki cebirsel islemler Ornek
10-5"tekine benzerdir; Ornek 10-5'te x-ekseninde bir kaynak ile bir kuyu
vardi, burada ise y-ekseni (izerinde iki kaynagimiz var. Akis kaynagina ait iyi
elde etmek icin Denklem 10-44'0 kullanarak,

V/L y — b

(0, b)'de cizgisel kaynak: r, = . 6, burada 6, = arctan - (2)
T X

elde ederiz. Benzer sekilde goriinti kaynagi icin,

_ o V/IL v+ b
(0, —b)’de cizgisel kavnak: i, = 2— 6, burada #, = arctan (3)
- T - - X

elde edilir. Siperpozisyon bize bu iki akim fonksiyonunu (Denklem 2 ve 4),
birlesik bir akim fonksiyonu elde etmek icin toplama imkanini verir:
S S V/L
Birlegik akim fonksivonu: =, +u, = P @, + 8, (4)
w

Akis
kaynag

=

SEKIL 10-69

(0, b) noktasindaki V/L siddetinde

bir cizgisel kaynak ile (0, —b)
noktasinda ayni siddette bir

cizgisel kavnagin siiperpozisvonu.
Alttaka kaynak. y-eksenini bir akim

cizgisi yapacak sekilde iistteka
kavnagin avna goriintiisiidiir.
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Denklem 4'G tekrar diizenleyip her iki tarafin tanjantini alirsak,
2mp 0 10 tan 8, + tané@,
tan —— = tan(f, + 6,) = - 5
o /L an(®, ) 1 — tan #,tan 6, =
bulunur. Burada yine bir trigonom%}trik dzdeslik kullandik (Sekil 10-49).
Denklem 2 ve 3'ten #; ve 6, bu ifadede yerine yazilir ve nihai ifadeyi elde

etmek {izere bazi cebirsel islemler yapilirsa, kartezyen koordinatlarda,

> .ﬂ"{.,t.mIE 1 (B)
- sonucuna varilir. Denklem 10-38"i kullanarak bu denklemi silindirik koordi-
natlara dondstirip boyutsuzlastiralim. Bir takim cebirsel islemlerden sonra,

S S o sin 26

Bovutsuz akim fonksivonu: U arctan 0520 + L+ (7
elde edilir. Burada * = 2my/(VL), r* = r/b olup Sekil 10-49'da verilen
trigonometrik dzdeslikler kullanilmistir.

x-eksenine gdre simetriden dolayl {st cizgisel kaynak tarafindan (retilen
~ havamin timua, x-ekseninin yukarisinda kalmalidir. Benzer sekilde alt cizgi-

sel kaynak tarafindan Gretilen gérintd havanin da timid x-ekseninin altinda
kalmalidir. Eger Gstten gelen (kuzeyden) havayr mavi, alttan gelen (gliney-
den) havay! da gri ile renklendirmis olsaydik (Sekil 10-70), mavi havanin
timid x-ekseninin yukarisinda kalirken tim gri hava da x-ekseninin altinda
kalirdi. Buna gbre x-ekseni bir holen akim cizgisi olur ve maviden griyi ayi-
rir. Ayrica Bélim 9'dan, diizlemsel akista bir akim cizgisinden, bitisigindeki
akim cizgisine kadar ¢ degerinde olusan farkin, bu iki akim ¢izgisi arasindan
~ birim genislik basina gecen hacimsel debiye esit oldugunu hatirlayiniz. Pozi-
tif x-ekseni boyunca 'yi sifir aliyoruz. Bélim 9'da verilen sol taraf kuralini
uygulayarak negatif x-ekseni zerindeki ¢’nin Gstteki cizgisel kaynak tarafin-
dan dretilen birim genislik basina toplam hacimsel debiye, yani UL’ye esit
oldugunu biliyoruz. Sdyle ki,

ﬂi’—.\’-ckm:ni o l-'t'+.r.'-v.':'|'i.~a::ni.= UJFL — lﬁ*—.r-ck:icni = Zﬂ- {E}

S
0

—

SEKIL 10-70

x-ekseni, iistteki kayvnak (mavi)
tarafindan tiretilen havay alttaka
kavnak (gri) tarafindan iiretilen
havadan aviran bir bélen akium
clzgisidir.

- 60



olur. Bu akim cizgileri Sekil 10-70'te isaretlenmistir. Buna ilave olarak
boyutsuz akim cizgisi * = 7 de gosterilmistir. Bu akim cizgisi y-ekseniyle
cakismaktadir zira bu eksene gore de simetri vardir. Alttaki kaynagin neden
~oldugu hiz tam olarak Gstteki kaynak tarafindan olusturulan hizi gétirdagi

icin merkez (0, 0) bir durma noktasidir.
' Burada modellenen elektrikli siipiirge icin kaynak siddetleri negatiftir
(bunlar aslinda kuyudur). Buna gore akisin yond tersine doner ve * deger-
leri Sekil 10-70'de gosterilenlerin tersi yonde olur. Tekrar sol taraf kuralini
kullanarak —27 < * << 0 icin boyutsuz akim fonksiyonunu cizelim (Sekil
10-71). Bu amagla, degisik * degerleri icin Denklem 7'den codzerek r*'yi
#'nin fonksiyonu olarak
= —+ |II il ﬂb*

~ N sin 260 — cos 20 tan *
seklinde ifade edebiliriz. Seklin alt yarisi simetrik ve (st yarisinin sadece bir
ayna gorintdsd oldugundan sadece (st yarisi cizilmistir. Negatif WL duru-
munda hava, akim cizgileri Gzerindeki oklarla gosterildigi gibi tiim yonlerden
elektrikli siipiirge icerisine emilir.

Zemin (zerindeki (x-ekseni) hiz dagihmini hesaplamak amaciyla ya Denk-

“lem 6'nin tidrevini alir, dizlemsel akis icin olan akim fonksiyonu tanimini

(Denklem 10-29) uygular ya da bir vektérel toplama islemi yapabiliriz. Bun-
lardan ikincisi daha basittir ve x-ekseni boyunca keyfi bir nokta icin Sekil

10-72'de gésterilmistir. Ustteki kaynagin (veya kuyunun) sebep oldugu hizin
bayiklagi (WL 27r)'dir ve yonii sekilde gdrildigi gibi r'in ydnidir.
Simetri nedeniyle goriintl kaynagindan kaynaklanan hiz da ayni biyiklikte-
dir, ancak dogrultusu r, ile aymdir. lki yatay bilesen toplanacagi, buna kar-
sin disey bilesenler birbirlerini gétirecegi icin bu iki hiz vektérianin toplami
~ x-ekseni (zerine diser. Bazi trigonometrik islemlerden sonra,

(V/L)x

X-ekseni bovunca eksenel hiz: u=V=s——7— (10)
' m(x= + b)

- Bovursuz akim cizgileri: r ¥ (9)

¥ = —r

AN [/
AN\ /7
N
N

Kaynak siddetlerinin negarif (kuvie)
oldugu durum icin Sekil 10-69°daki
iki kavnaga ait boyutsuz akim
cizgileri. r* degen tiniform olarak

— 27 den (negauf v-ekseni) 0’a
(pozitif x-eksent) artinlnustr ve akisin
valnizca tist vansi gdsterilmistir.

Akis (0. 1) noktasinda kavnaga dogru
vonlenmistir
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sonucuna varilir. Burada Vv Sekil 10-72'de cizildigi gibi zemth boyunca olan 4y
bileske hiz vektoriniin biydkligidir. Dénimsiz akis yaklastinmi yaptigimiz
icin basing alani Bernoulli denklemi ile belirlenebilir. Yercekimi etkisi ihmal
edilerek,

| | P v _ . R VL -
Bernoulli denklemi: — + = sabit = — + (11) V/L
P 2 P E 29rs
elde edilir. Basing katsayisini bulmak icin paydada kullanabilecegimiz bir -
referans hiza ihtiyacimiz vardir. Dogrudan kullanabilecegimiz bir referans hiz / V '
olmadigina gore bilinen parametrelerden referans hiz olusturulabilir; Grnegin WL
Vet = —(UWL)/b tanimi yapilabilir. Burada V. hizini pozitif yapmak igin nega- ) Eﬁrl

tif isaret kullandik (elektrikli siipirge modelimiz igcin WL negatiftir). Buna
gore Denklem 11'i kullanarak Cg,

Basing ka c-Ltu_ ¥V A (12)
asinc katsavist: =0 =——7 = -
¢ rand PUopVvi VA (VL |

SEKIL 10-72
olarak tanimlanir. Denklem 10'daki Vv ifadesi bu denklemde yerine yazilirsa, ki kavnasin olusturdusu hizlarin
B2y vektdrel toplami. Simetr1 nedeniyle
c, = - 13 Tacl ._ - . )
- (2 + D) (13) bileske hiz x-ekseni iizerindeki her

noktada vataydir.
elde edilir. Simdi eksenel hiz ve mesafe boyutsuz degiskenler cinsinden :
ifade edilirse,
Boyursuz degiskenler: u* = v NS o (14)
B o Viet V/L b
elde edilir. Cp zaten boyutsuzdur. Béylece boyutsuz olarak Denklem 10 ve
Denklem 13,

1 x* 1 x* . : ‘ : ‘
Zemin bovunca: w* = -—————— (C = —(——,) = —u** (15) 62
: T 1 + x* P 71 + x* _ :



haline gelir. u* ve Cp, x*'nmin fonksiyonu olarak Sekil 10-73'te cizilmistir.
Sekil 10-73"0 inceledigimizde u*'In x* = —<'da 0 degerinden x* = -1'de
0.159 degerine dogru yavasca arttigini gérilyoruz. Hava siipiirge icerisine
emildigi icin beklendigi gibi negatif x* degerleri igcin hiz pozitiftir. Hava hiz
arttikca basing diser; x* = —e'da Cp sifirdir ve x* = —1'de minimum degeri

olan —=0.0253 civarina iner. x* = -1 ile x* = 0 arasinda ise slplirge zemin

aparat! lilesinin tam altindaki durma noktasinda basing sifira cikarken bu
arada hiz da sifira iner. Lilenin saginda (pozitif x* degerleri) hiz simetrik
olmamakla birlikte basing simetriktir.

Zemin boyunca maksimum hiz (minimum basing) x* = x1'de meydana
gelir. Bu mesafe liilenin zeminden olan diisey yiksekligi ile aymidir (Sekil

10-74). Boyutlu terimler cinsinden zemin boyunca maksimum hiz x = £ b'de
olusur ve bu hiz,

Zemin bovunca maksimum hiz:

ul ] V/IL {}]59(—{}.314 m?fs) > 50 m/ -
u = —\u ., — —u - asums
maks maks ™ 0.020 m

olarak bulunur.
Bir elektrikli sGplrgenin zemin boyunca hizin en yiksek, basincin ise en

disik olmasi durumunda en etkin sekilde toz emecegi aciktir. Dolayisiyla, ilk -

bakista tahmin edebilecegimiz en iyi performansin emme agzinin tam altinda
olacagl disincesi dogru olmayip, en iyl performans Sekil 10-74"te gosteril-
digi gibi x = = b'de olusmaktadr.

frdeleme Cizgisel bir kuyunun hicbir uzunluk élgegi bulunmadigindan, ana-
lizimizde vakum ldlesinin eni olan w'yi hic kullanmadigimiza dikkat ediniz.
Sert bir zemin (zerinde seker veya tuz gibi ince tanecikli maddeleri elekt-
rikli sipdrge ile alarak siiplrgenin en iyl x = = b'de emis yaptigini gostere-

bilirsiniz. Akisin doniimli oldugu zemine cok yakin yerler disinda elektrikli -

sipiirge igerisine dogru olan akisin her yerinde dénimsiiz akis yaklastirimi-
nin oldukca gercekei oldugu bu érnekten anlasiimaktadir.
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SEKIL 10-73
Déniimsiiz bir akig bélgesi olarak
- modellenen bir elektrikli siipiirgenin
altinda zemin boyunca olusan
boyutsuz eksenel iz (mavi egri) ve
- basing katsayisi (yesil egri).
l .

v

il/‘v’akum
Lid lilesi
SHER—

— b+ p—»

]
—— ]

Durma noktasa

Maksimum hiz

02

0154 Ekzensl T,

“T TN

0.05 ’-H-<: Y\ ,/xf:f
¥ N N /(e

u:n.ﬂj% \k /\\ ’/

. \/“//ff

D.lji \‘,___.r/
'D.-I;:IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

3 4 3 2 1 0 | 2 3 4 3

Zemin boyunca boyutsuz mesafe, x*

Déniimsiiz akig yaklastirimina gére
zemin boyunca maksimum iz, bir
elektrikli siipiirge liilesinin altinda

x = *b noktalarinda olugur. Ayrica
liilenin tam altinda bir durma noktasi
meydana gelir.

0.005

0.005
0.01
0015
0.02
0.025

0.03
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10—6 = SINIR TABAKA YAKLASTIRIMI

Sinir tabaka yaklastinmi Euler denklemiyle Navier-Stokes denklemi arasindaki
ve kati ceperlerdeki kayma sarti ile kaymazlik sart1 arasindaki bogluga bir

kopri olur (Sekil 10-75b).

Prandtfin sinir

¥4 s akas (viskoz olmayan ve/veya tabaka
— diniimsiiz akis bilgesi) kavrami, akisi
—— - :
o emmmamgem=mooTT bir dig akis
1’_: ) - _E_T E{'t-:l b0|geS| Ve blr
— (==
. sinir tabaka
@ — VAR bélgesine ayirir
—_— Sinir tabaka (viskoz kuvvetlerin (gizim '
—_— dnemli oldufu doniimlii akis biilgesi) .. T
olceksizdir).

4 m [T IHH

Ser tabaka }faklagtl.rlml

Kayma

I
) Q\ Kayma

var

()

(a) (Ceperlerde kaymaya izin veren) Euler denklemi:

ile kaymazlik sartini destekleyen Navier-Stokes
denklemi arasinda buyuk bir bosluk vardir; (b) sinir
tabaka yaklastirimi bu bosluga bir kopru olur.

Sinir tabaka yaklastirimi
viskoz olmayan ve/veya donumsuz
olan dis akis bolgesi ve kati bir
ceper civarinda viskoz kuvvetlerin
ve donumluligun goz ardi
edilemeyecegi ¢cok ince bir akis
bolgesi olan ve sinir tabaka olarak
adlandirilan i¢ akig bolgesi olmak
uzere, akisl iki bolgeye ayirmaktir



— Re; ~10° Dilz bir levha bovunca Revnolds savist:  Re, = =
i R Al ' ' 7 v
— | aeemmT T 500 e :
— s > = Verilen bir x-konumunda Reynolds sayisi arttikga sinir tabaka kalinlig

S x | kacdldar.
—= vV  TTe——e 5
_— e T .
—

(a)
y
— Re, ~ 10° e
_-. ﬁ
— ol
N =
* X T -—ir_
v —
-
(b)

$EHiL 10-77
Uniform akinun diiz bir
levhaya dogru paralel akisi [ e e e p————]

(c1zimler dlcekli degildir):
(a)Re, ~ 10%,(b) Re, ~ 10%.
Revynolds savisi ne kadar biiyiikse,

Laminer diz levha sinir tabaka profilinin akis
gorsellestiriimesi. Fotograf 1953 yilinda F.X Wortmann

levha bovunca verilen bir tarafindan telliir yontemi ile gorsellestirme yapilarak
v-konumundaki siir tabaka cekilmistir. Akis soldan saga dogrudur ve duz levhanin
o oranda incedir. - giris kenari gorlntilenen bélgenin sol uzaginda 66

kalmaktadir.



v 4y Akim cizgilen 5(x)

—— I' ! =
 S——— '|I .{.'"’{ — _ %—-—mﬂ

— — oL l---—- -

— =1 7_

— S(x}h' ;f
- err
X
Sinir tabaka

Bir duz levha sinir tabakasi icin akim cizgileri ve X’in

) fonksiyonu olarak d’y1 temsil eden egrinin karsilastiriimasi.
Akim cizgileri d(x)’i kestiginden, d(x) in kendisi akisa ait bir
‘akim cizgisi olamaz.

-

Laminer, Re, = 105 Gecis, Re, =3 X 106 Tiirbiilansh
Sinir tabaka yaklastiriminin - Bir diz levha Uzerindeki laminer
uygun olabilecegi ilave Ug akis . sinir tabakanin tam turbulanslh sinir - - |
bolgesi: (a) Jetler, (b) art izleri tabakaya gecisi (g|2|m olgek3|zd|r) 67

ve (c) karisim tabakalari.



yi
: ) i x) :
—= = Laminer |
5+ 1 '
1 / :
- V / e Tiirbiilansh ——
- e Gecis -
11 T / |
{J II 1T | 1T T 1 | | L | L | L | LI i LI | LI | '-'_1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Gercek muhendislik akislarinda turbulansa gecis
genellikle daha ani ve sakin serbest-akimli purtzsuz
duz levha igin verilen degerlerden ¢ok daha once
(daha dusuk Re, degerlerinde) meydana gelir.

Yuzey puruzlulagu, serbest-akim calkantilari, akustik
gurultu, akig kararsizliklari, titresimler ve ¢eper
egriligi gibi faktorler erken gecis konumunu etkiler.

F

=

l|'_ L=

——— o
P b“ﬁ;\r

Geais

degildir).

Tel eng e]

Laminer Tiirbiilansl

Duz bir levha uzerindeki
sinir tabaka kalinhginin
Olcekli ¢izimi. Laminer,
gecis ve turbulansli
bolgeler, puruzsuz yuzey
ve sakin serbest-akim
sartlari icin gosterilmistir.

~,  Bir sinir tabaka icerisinde turbulansa
gecisi one almak icin cogunlukla bir
engel teli kullanihr (¢izim olcekli
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ORNEK 10-9 Sinir Tabhaka Laminer mi Turbilanslt mi1?

V = 10 km/h hizla hareket eden kiiciik bir sualti aracina ait kanatcik Gzerin-
den su akmaktadir (Sekil 10-84). Suyun sicakhg 5 °C, kanadin kiris boyu ¢
= b0 cm’dir. Kanat Gzerindeki sinir tabaka laminer mi, tirbiilansh mi, yoksa
gecis rejiminde midir?

COZUM Bir kanat yiizeyi Gzerindeki sinir tabakanin laminer mi, ttrbilansli
mi, yoksa gecis rejiminde mi oldugunu belirleyecegiz.

Kabuller 1 Akis daimi ve sikistinlamazdir. 2 Kanat yiizeyi piriizsizdir.
Ozellikler T = 5°C'deki suyun yogunlugu ve viskozitesi sirasiyla 999.9 kg/m?
ve 1.519 x 102 kg/m-s dir. Buradan suyun kinematik viskozitesi » = 1.519
% 107® m?/s bulunur.

Analiz Kanat bir diiz levha olmamasina ragmen, diz levha sinir tabakasina
ait ifadeler kullanilarak ilk yaklasim olarak sinir tabaka akisinin laminer veya
tirbdlansh oldugu belirlenebilir. Kanadin arka ucundaki Reynolds sayisini
ddz levha uzunlugu olarak kanat kiris boyu c'yi kullanarak hesaplarsak

Vx (10 km/h)(0.50 m) (]Dﬂﬂm)( h
Re, = — =

- = —— ) =914 x 10° (1)
v 1.519% 10" nr/s km 3600 s

olarak bulunur. Cok sakin, disik calkantili serbest-akim sartlarinda pilrizsiz
diiz levha icin tirbiilansa gecis kritik Reynolds sayisi 1 X 10° tir. Bulunan
Reynolds sayisi bu degerin (zerindedir. Gercek mihendislik akislarinda kul-
lanilan kritik Reynolds sayisi ise Re,,, = 5 X 10° kabul edilmektedir. Bulu-
nan Re, degeri, Re, ,'ten blyik, ancak Re, . (30 X 10°) den kiigiik oldu-
gundan sinir tabaka bilyiik dlciide gecis rejimindedir, ancak kanat arka ucunda
tam tiirbiilansh olabilir.

frdeleme Gercek uygulamada, serbest akimin calkanti ve titresim gibi diger
etmenler nedeniyle ¢ok sakin olmasi beklenmez. Ayrica kanat ylizeyi mikem-
mel derecede piriizsiiz degildir ve su alti araci titresim olusturabilir. Dolay-
siyla, torbiilansa gecisin piriizsiz bir diz levhaya gore cok daha dnce ger-
ceklesmesi beklenir.

V' Sinir tabaka

L

SEKIL 10-84

Bir sualti aracinin kanatcii
bovunca biiviiven sinir tabaka.
Daha acik gdriilmes1 1¢cin sinir
tabaka kalinlig1 abartili olarak
cizilmistir.
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SINIR TABAKA DENKLEMLERI

> |

Slnlrtabaka

[
LJ

SEKIL 10-85

Bir cisum tizerindeki akis 1cin sur
tabaka koordinat sistemui; x, yiizevi
1zler ve tipik olarak cismin 6n durma
noktasinda sifir aluur. v 1se verel
olarak viizeye her verde diktir.

U, sinir tabakanin hemen ustindeki bir
konumda, ¢epere paralel hiz
bileseninin buyuklugudur.

o _ 1 _
(VE-T¥)V* = —[Eu]V*P* + {R—] VY

u~U P—P,~pU" —, — —~—

du dv _ U v
— + — = () — — ™~
dx  dy L 6
~UIL  ~ul8

: o
Sinir tabaka /

SEKIL 10-87

Bir cismin ytizeyi boyunca

v hiz bileseninin «’dan cok kui¢tik

oldugunu gésteren, buytitilmuis 70
sinir tabakanin gortintst.



ot vt L\ ap* (v \av* (v \(LV &v* apr _

- + + 0T
acr U gy 5) ay*  \UL) ax? " \ULJ\5) a9y® Ty

Bir sinir tabaka icerisinde sinir tabakaya dik yondeki basing yaklasik olarak
sabittir. ‘

0"

SEKIL 10-88 _,

Basing sinir tabaka boyunca |
(x-vonii) degisebilir, ancak suir
tabakaya dik yonde (v-yonii)
basinctaki degisim thmal |
edilebilir.

SEKIL 10-87

Bir cismun yiizevi boyunca

v hiz bileseninin " dan cok kiiciik
oldugunu gosteren, biiyiitiilmiis |
simr tabakanin goriintisii.




- Bar siur tabakanin disinda ver alan
 doniimsiiz akis bélgesindeki basing, ©
ceper viizeyindeki basing prizleri ile
~Olciilebilir. Sekilde bu tiir ki basing
~deligi ¢izilmigtir.




Diiz bir levha iizerindeki laminer
sir tabaka denklemler: icin vapilan
biiviikliik mertebesi analizi 6 'nin
~/x ile orantili olarak biiviidiigiinii
gdstermektedir (c1zim Slcekl
degildir).

du 1 dP o u

_— —_—_——_— Y —

I
dx ay podx av>

i i dU 97U
E@FLU3=mmﬂ — LEE:—UgE HL——FL—=EF—T+FL7
P 2 p dx dx ax dy ax ay-

P =Plx), U= Ulx)

a(x) Py r____.EE-—-"' Cepere paralel dis akis hizi
Uix)'tir ve dig akag basinci olan
P(x)'ten elde edilir. Bu iz, suur
tabaka momentum denkleminin

. 'Synir tabaka x-bileseninde ver alir {Den}:{em
' 10-70).

(10-70)
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Sinir Tabaka Cozum Yolu

Adm 1: U(x)'1 hesapla (dis akis).

!

Admm 2: Ince bir simir tabaka kabul et.

!

Adm 3: Simir tabaka denklemlerim ¢éz.

:

Adm 4: Istenen biiyiikliikleri hesapla.

1 ~ SEKIL 10-94

Ceperin yerel egrilik yaricapi (R),
0 ile ayni buiytiklik mertebesinde
olacak kadar kuictikse, merkezcil
ivime etkileri g6z ardi edilemez ve

Adm 5: Sinir tabakanin ince oldugunu dogrula.

Xy-duzleminde daimi, sikistirilamaz, 9P/dy # 0 olur. Boyle bélgelerde
Iki-boyutlu sinir tabakalar i¢in sinir - ince siur tabaka yaklastirimi uygun
tabaka ¢cozum yolunun ozeti. degildir.
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ORNEK 10-10 Diiz Bir Levha Uzerinde Laminer Sinir Tabaka

V Gniform hizina sahip bir serbest akim Sekil 10-95'te cizildigi gibi sonsuz
incelikte yari-sonsuz bir diaz levhaya paralel olarak akmaktadir. Koordinat sis-
temi levha baslangici orijinde olacak sekilde tanimlanmistir. Akis x-eksenine
gore simetrik oldugundan sadece akisin ust yarisi dikkate alinmaktadir. Buna
gore levha boyunca sinir tabaka hiz profilini hesaplayiniz ve sonucu irdeleyiniz.

C0ZOM Duz levha boyunca biiyiiyen sinir tabakanin hiz profilini (x ve y'nin

fonksiyonu olarak u'yu yani u = fix, y)'i) hesaplayacagiz.

Kabuller 1 Akis daimi ve sikistirilamaz olup xy-dizleminde iki-boyutludur. 2

Reynolds sayisi, sinir tabaka yaklastirimi uygun olacak sekilde yeterince yuk-

sektir. 3 ilgilenilen aralik boyunca sinir tabaka laminer olarak kalmaktadir.

Analiz  Sekil 10-93’te dzetlenen adim—adim ¢6zim yolunu izleyelim.
Adim 1 Sinir tabaka cok ince kabul edildiginden dis akis sinir tabakanin
tamamen goz ardi edilmesiyle elde edilir. Akim cizgisini kesen bir akis
olamayacagi icin dénumsuiz bir akistaki akim cizgisinin bir ceper olarak
dastnulebilecegini animsayiniz. Verilen durumda x-ekseni, Kisim 10-5'teki
yapitasl akislarimizdan biri olan tniform akimda bir akim ¢izgisi olarak ele
alinabilir. Bu akim ¢izgisi ayni zamanda sonsuz ince bir levha olarak da
dastndlebilir (Sekil 10-96). Boylece,

U(x) = V = sabit (1)

olarak ifade edilebilir. Uygunluk acisindan bundan sonraki islemlerde U(x)
yerine sadece U kullanacagiz, zira U(x) sabittir.

Dis akus:

Adim 2 Ceper boyunca cok ince bir sinir tabaka oldugunu varsayiyoruz
(Sekil 10-97). Buradaki énemli nokta, sinir tabaka o kadar ince kabul edil-
mektedir ki, bunun adim 1'de hesaplanan dis akis tzerindeki etkisi ihmal
edilebilir.

P v

Sonsuz ince diiz levha

I

T

SEKIL 10-95

Ornek 10-10"un ¢izimi: x-ekseni
boyunca yan—sonsuz diiz bir
levhava dogru paralel {iniform akis.

Lixy=V

N

L

53

SEKIL 10-96

x-ekseninin akisa ait bir akim
gizgisi olmasi ve Lf{x) = V = sabit
olmasi nedeniyle Omek 10—10"daki
dis akis cok basittir.

v ¥
T Simr
Uix)= 1r\ tahaka
N L

X

VI

TYEY

SEKIL 10-97

S tabaka, dis akis
etkilemeyecek kadar incedir.
Daha agik gériilmesi igin
sinur tabaka kalinligy

burada abartili cizilmistir.



Adim 3 $imdi ise sinir tabaka denklemlerini ¢gézmemiz gerekir. Denklem
1'den dU/dx = 0O oldugu gorilmektedir; diger bir ifadeyle x-momentum
denkleminde higbir basing gradyeni kalmamaktadir. Dz bir levha Gzerin-
deki sinir tabakaya ¢ogunlukla sifir-basing gradyenli sinir tabaka denmesinin
- sebebi budur. Béylece sinir tabakaya ait sdreklilik ve x-momentum denk-

- lemleri (Denklem 10-71),

e v o o &u
—+—=0 u—+v—=v— (2)
ox  dy ax dy dy-
haline gelir. Dért adet sinir sarti gereklidir. Bunlar asagidaki gibi ifade
edilebilir:
yv=0dau=20 yv—=oodau=U
y=0dav=20 x =0datimy’lericin u = U (3)

- Denklem 3'teki sinir sartlarinin sonuncusu baslangi¢ profilidir. Levhanin
baslangic konumunda (x = 0), levhanin akisi heniz etkilememis oldugunu
varsaylyoruz.

Bu denklemler ve sinir sartlari yeterince basit goriinse de ne yazik ki
simdiye degin bir analitik ¢dzdm bulunamamustir. Bununla beraber Denk-
lem 2'nin ilk olarak 1908 yilinda P. R. Heinrich Blasius (1883-1970)
~ tarafindan seri ¢dzimd yapilmistir. Yeri gelmisken Blasius'un Prandtl’in bir

doktora &égrencisi oldugunu belirtelim. O zamanlar dogal olarak bilgisayarlar
- yoktu ve tim hesaplamalar el ile yapiliyordu. Giiniimiizde ise bu denklem-

ler1 bir bilgisayarla birkag saniyede ¢dzebiliriz. Céziimiin anahtan henzerlik
kabulidur. Basit bir ifadeyle problemin geometrisinde hi¢cbir karakteristik

uzunluk élcegi bulunmadigindan benzerlik kabuld yapilabilir. Fiziksel ola-

rak levha x-yéninde sonsuz uzun oldugundan, ne kadar yakinlastirdigimiza
veya uzaklastirdigimiza bagl olmaksizin daima aym akis desenini gériiriz

(Sekil 10-98).

. Blasius, x ve y bagimsiz degiskenlerini tek bir boyutsuz bagimsiz degis-

kende toplayan bir henzerlik degiskenin yr ortaya atmis,

v

n=Yy '\II - 4

V 2y /
. N olx)
—_— Biiyiitec /
_.,_ I|'ll III
—_— L
=
+
(a)
’ Ulx)y=V
.i.-'" ' 9 ‘!" .'II
. E &(x)
— /
— [
= =5
(b) !

SEKIL 10-98

Benzerlik kabuliiniin faydali bir
sonucu. ne kadar vaklastirdiginuza

va da uzaklastirdiZinuza bakilmaksizin
akisin aviu (benzer) goriilmesidir;

(a) bir insanin gorebilecedi kadar
uzaktan goriinii, (b) bir kanincanin
gdrebilecedt kadar vakindan griiniis.
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ve hizin x-bilesenini boyutsuz bicimde ¢dézmuastir:

u
= T = fonksivon 7 (5)

- Denklem 4 ve 5’1 Denklem 3 ile verilen sinir sartlarina tabi olan Denklem
- 2'de yerine yazdigimizda, benzerlik degiskeni olan n'nin fonksiyonu olarak
boyutsuz hiz f'(n) = u/U igin bir adi diferansiyel denklem elde etmis
oluruz. Tablo 10-3 ve Sekil 10-99°daki sonuclar, yaygin olarak kullanilan
Runge-Kutta sayisal yontemi ile elde edilmistir. Bu yontemin ayrintilari
kitabin kapsami disindadir (bkz. Heinsohn and Cimbala, 2003). Ayrica
ceperden uzakta kiicik bir y-hiz bileseni v vardir, ancak v <<t v oldugun-

dan burada buna deginilmemistir. Benzerlik ¢éziimtniin giizel yani, bu tek
- hiz profili seklinin Sekil 10-99'daki gibi benzerlik degiskenleri cinsinden
- cizildiginde herhangi bir x-konumu igin gecerli olmasidir. Sekil 10-99'da
hesaplanan profil seklinin, deneysel olarak elde edilen veriler (Sekil 10—
99'daki daireler) ve Sekil 10-/78'de gorsellestirilmis profil sekli ile uyumu
olaganustidiir. Blasius'un benzerlik cozimi gercekten de hayret verici
olciide basanlidir.

Adim 4 Simdi de bu sinir tabakayla ilgili birkag baydklik hesaplayalim.
lIk olarak Tablo 10-3'te gosterilenden daha yiiksek bir ¢éziinirliikte yapi-
- lan bir sayisal ¢éziimden n=4.91 icin u/U = 0.990 oldugunu buluruz.

% 99’luk bu sinir tabaka kalinhgi Sekil 10-99'da cizilmistir. Denklem 4’0
ve 8'nin tanimini kullanmak suretiyle y = & igin,

n—401— /L5 — 22

VX x /Re,
sonucuna varilir. Bu sonug, basit bir blyikliik mertebesi analizinden elde
edilen Denklem 10-67 ile niteliksel olarak uyum icerisindedir. Denklem
~ ©'daki sabit 4.91 cogu yazar tarafindan 5.0'a yuvarlatilir, ancak biz Blasius
profilinden bulunan diger biyikliklerle uyum saglamak icin sonucu (g
anlamli basamaga gore vermeyi tercih ediyoruz.

(6)

5 F=====g===5===%

Ce99 sinir ]
4 — tabaka kalinhij

|
|
7 |
n 3 ;
: 4 |
2 — /ﬁ/ |
- |
. |
1 — ~ -
. A Ceperdeki !
_*ff egim |

0 T T T T T |||i|||

0 02 04 06 08 1
f=ulU

SEKIL 10-99

Benzerlik degiskenler: cinsinden
vari-sonsuz diiz bir levha lizerinde
gelisen suur tabakava ait Blasius
profili. Denevsel veriler (daireler)
Re, = 3.64 X 10° icindir.
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TABLO 10-3

Blasius'un diiz bir levha tizerindeki laminer sinir tabakaya ait ¢céziimii-gézim benzerlik degiskenleri cinsinden verilmistir*

5 fr f f 7 fr f f
0.0 0.33206 0.00000 0.00000 2.4 0.22809 0.72898 0.92229
0.1 0.33205 0.03321 0.00166 2.6 0.20645 0.77245 1.07250
0.2 0.33198 0.06641 0.00664 2.8 0.18401 0.81151 1.23098
0.3 0.33181 0.09960 0.01494 3.0 0.16136 0.84604 1.39681
0.4 0.33147 0.13276 0.02656 3.5 0.10777 0.91304 1.83770
0.5 0.33091 0.16589 0.04149 4.0 0.06423 0.95552 2.30574
0.6 0.33008 0.19894 0.05973 4.5 0.03398 0.97951 2.79013
0.8 0.32739 0.26471 0.10611 5.0 0.01591 0.99154 3.28327
1.0 0.32301 0.32978 0.16557 5.5 0.00658 0.99688 3.78057
1.2 0.31659 0.39378 0.23795 6.0 0.00240 0.99897 4.27962
1.4 0.30787 0.45626 0.32298 6.5 0.00077 0.99970 4.77932
1.6 0.29666 0.51676 0.42032 7.0 0.00022 0.99992 5.27923
1.8 0.28293 0.57476 0.52952 8.0 0.00001 1.00000 6.27921
2.0 0.26675 0.62977 0.65002 9.0 0.00000 1.00000 7.27921
2.2 0.24835 0.68131 0.78119 10.0 0.00000 1.00000 8.27921

* 7 yukanidaki Denklem 4'te tanimlanan benzerlik degiskenidir ve fily) fonksiyonu Runge-Kutta sayisal ydntemi kullanilarak ¢ozilmistar. £ biyakldginin kayma
gerilmesi 7 ile, f' biyikliglinin sinir tabakadaki hizin x-bileseni ile (' = w/U), f biiyiklGginin ise akim fonksiyonu ile orantili olduguna dikkat ediniz. ', Sekil
10-99'da n'nin fonksiyonu olarak gizilmistir.
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Onemli bir diger biiyiiklik de ceperdeki kayma gerilmesi 7,,'dur:

= B—H) (7)
TH-' J‘L alv -

Boyutsuz hiz profilinin ¢ceperdeki (y = 0 ve = 0) egimi Sekil 10-99'da
cizilmistir. Benzerlik sonuglarinda (Tablo 10-3) ¢eperdeki boyutsuz egim,

diuw/ U
dn

olarak elde edilir. Denklem 8, Denklem 7'de yerine yazilip bazi cebirsel
islemler (benzerlik degiskenlerini fiziksel degiskenlere cevirme) yapilirsa,

pU?
“/Re,

sonucuna varilir. Buna gore kayma gerilmesi x'e bagh ve Sekil 10—
100'de cizildigi gibi x 12 ile orantili olarak azalmaktadir. Denklem 9'a
gore x = 0'da 7, sonsuzdur, ancak bu fiziksel olarak mimkiin degildir.
Sinir tabaka yaklastirimi levhanin giris kenari (x = 0) i¢cin uygun degildir,
zira burada sinir tabaka kalinlig1 x'e kiyasla kicik degildir. Ayrica her-
hangi bir gercek diiz levha sonlu bir kalinliga sahiptir ve levhanin éniinde
siratle U(x) = V'ye ivmelenen dis akisl bir durma noktasi vardir. x = O’a
cok yakin bolge, akisin geri kalanindaki dogrulugu kaybetmeksizin goz
ardi edilebilir.

) = f"(0) = 0.332 (8)
7=0

Fiziksel degiskenler cinsinden kayma gerilmesi: 7, = 0.332 (9)

SEKIL 10-100

' } 5 . T = r
50x) Sinir tabaka ixi=V

Laminer diiz levha suur tabakasi icin
ceper kayma gerilmesi, ceperdeki

-
? e egim du/dy asagiakum yoniinde

azaldig1 icin x~? ile orantili olarak
azalir. Levhanin 6n kisou ceper
siirtiinme direncine arka kismundan
daha fazla katkida bulunur.

(dufdy)y =g
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Denklem 9, bir ceper siirtiinme katsayisi (yerel siirtiinme katsayisi olarak
da adlandinlir) tanimlamak suretiyle boyutsuzlastirihir:

_ T 0.664
Yerel silrtiinme katsayisi, laminer dilz lehvha: Cp, = ——— =
2pU “\/Rex
C: , igin verilen Denklem 10’un, farkli bir sabitle &/x igin verilen Denklem 6
ile ayni bicime sahip olduguna, her ikisinin de Reynolds sayisinin karekd-
kindn tersi ile azaldigina dikkat ediniz. Bélim 11'de [ boyunda diz bir
levha Gzerindeki direnci bulmak icin Denklem 10°u integre edecegiz.
Adim 5 Sinir tabakanin ince oldugunu dogrulamamiz gerekir. Pratik bir
ornek olarak, sicak bir giinde sehirde 32 km/h hizla arabanizi siirerken, ara-
banizin 6n kaputu Gzerindeki akisi ele alalim. Havanin kinematik viskozitesi
1.67 x 10-5m2/s'dir. Kaputu, 1 m boyunda v = 32 km/h hizla hareket
eden bir diiz levha olarak ele alalim. Once kaput sonundaki Reynolds sayi-
sini yaklasik olarak Denklem 10-60'tan hesaplayalim:

re _ VX _ (32000 m/36005) (1 m)
T T T T 167Xx10-5mYs

Bu Re, degeri, kritik Reynolds sayisi olan Re, ,, = 5 x 10°'e ¢ok yakin
oldugundan, laminer akis kabuld uygun olabilir veya olmayabilir. Yine de
akisin laminer kaldigini varsayarak, sinir tabaka kalinligini hesaplamak igin
Denklem &'y1 kullanalim.

491x _ 491(1m) (H}{I}mm

- "/ Re, 532 % 10°

Kaput sonuna gelinceye kadar sinir tabakanin ulastigi kalinlik sadece 7 mm
civarinda olup yaptigimiz ¢ok ince sinir tabaka varsayimini dogrulamaktadir.

(10)

=532 X 10°

&

) = 673 mm {11
m

irdeleme Blasius'un sinir tabaka céziimii yalnizca akis ile tam hizalanmis
(akisa tam olarak paralel) diiz levha izerindeki akis icin gecerlidir. Bununla
birlikte araba kaputunda oldugu gibi tam diz olmayan veya akisa tam olarak
paralel olmayan kati ceperler boyunca gelisen sinir tabaka icin hizli bir yak-
lastinm olarak sikhikla kullanihr. Adim 5'te gésterildigi gibi pratik mihendis-
lik problemlerinde tirbiilansa ge¢is degerinden daha biiyiik Reynolds sayila-
rina ulagmak zor degildir. Dolayisiyla sinir tabaka tirbilansh hale geldiginde,
burada verilen laminer sinir tabaka ¢dzimind uygulama konusunda dikkatli
olmalisiniz.

V
s

Sinir tabaka

Uix) \

—

SEKIL 10-101

Bir arabanin kaputu iizerinde
oelisen siir tabaka. Daha acik
odstermek 1cin sinir tabaka abartils
olarak cizilmistir.
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Yerdegistirme Kalinligi

v Dis akis akim 5*¥(x)
i b E !"‘.r. —_ 1,." -
: *  Cizgisi \\ ) ___l__

Ty TTTTTTTTTes=spr—— = Sinir tabaka disindaki bir akim
S — —— o) cizgisi ile tanimlanan yerdegistirme
1 7 ==/ | kalinigi. Sinir tabaka kalinhgi
\ . abartili olarak cizilmistir.
Simir tabaka

Yerdegistirme kalinligi, sinir tabakanin tam disindaki bir akim c¢izgisinin sinir
tabaka etkisiyle ceperden uzaklasma mesafesidir.

. r
Yerdegistirme kalinligr: o* = [ (l — I—) dv
gis | 7
U = V
Vi v E*[I] : : .
B - ) R : : -.
——— . - -
iz bir levhada laminer sumr tabaka
s | icin verdegistirme kalimlig, kabaca
| x . e y-
Sinir tabaka sinir tabaka kalinhifinin ticte biridir.
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Yerdegistirme kalinligy, laminer dilz levha: — =

Goriiniir U(x) _ o
Y _ Sinir tabaka déniimsiiz dis ~ Yerdegistirme
—h-|ﬁ[.1] I— R i e k I I,, b .
— " 5 0) akisi etkileyerek ceperin, = Kallnligl, buyuyen
s — verdegistirme kalinligi seklinde ~ Sinir tabaka
-

| soriinmesine vol acar. Ceperdeki ~ €tkisiyle dis akisin
/ - : “kalinlasma” nedenivle goriiniir = ¢eper kalinliginda
Simir tabaka Gergek geper o : . ST T .
U(x) baslangictaki vaklastinmdan ~ dordugu hayali
farklicir.  artigtir.

Goriintir ceper

Sur tabaka Sinir tabaka

= = L x—-—-..___.Fl___ l'\ 1
— \ . —
C - *‘-—-‘_‘ EEE— ‘III'
- I S —— .o - 1‘-1_-1_"'-._
» ) —— o e - Goriiniir ———=~-__
¥ ;Cﬂk]tdﬁk_p-| —_— - y - Uix)y " -
- EI.I.'E]S.] ———— - l\} --=TT7
o ) I—- | - 77" — 6%(x)
— -~ 7T B(x [
—.l""—'-— E{IJ 'F h—- E( J =
# . ¥ ] o
A »
(a) (&)

Sinir tabaka biiyiimesinin iki-boyutlu bir kanala giren akis tzerindeki etkisi: Ust ve alt sinir
tabakalar arasindaki donimsuz akis, gosterildigi gibi (a) gercek hiz profilleri ile (b) sinir =

tabaka yer degistirme kalinhgindan o6turt gorunur ¢ekirdek akisindaki degisim nedeniyle
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ORNEK 10-11 Bir Riizgar Tiinelinin Tasariminda

Yerdegistirme Kalinhgi

- Dustik-hizh kiigiik bir razgar tineli, sicak telleri (anemometre) kalibre etmek
tizere tasarlanmaktadir (Sekil 10-106). Hava sicakhigi 19°C'dir. Riizgar tiine-
linin test bélimi 30 cm capinda ve 30 cm boyundadir. Test bdliminden
gecen akisin mimkin oldugu kadar Gniform olmasi gerekmektedir. Ruzgar
tinelinin hiz araligi 1 m/s'den 8 m/s'ye degismektedir ve yapilacak tasarim,
test béliumundeki vV = 4.0 m/s’lik bir hava hizi icin optimize edilecektir. (a)
Test boliminin girisinde yaklasik Gniform olan 4.0 m/s hizindaki akis hali
icin tinel eksenindeki hava hizi test bélumi sonunda ne kadar hizlanir? (b)
. Test bdéliminde daha Gniform bir akis saglayacak bir tasarim 6neriniz.

COZUM Bir riizgar tinelinin dairesel kesitli test bélimiinden gecen havanin
hizlanmasi hesaplanacak ve test bélumi igin yeni bir tasarim &nerisi yapila-
caktir.

Kabuller 1 Akis daimi ve akiskan sikistirilamazdir. 2 Ceperler pirizsiz
olup akis bozucu etkiler ve titresimler asgari dizeyde tutulmaktadir. 3 Sinir
tabaka laminerdir.

Ozellikler T = 19°C'deki havanin kinematik viskozitesi » = 1.507 x 10—°
- m?/s.

Analiz (a) Rizgar tinelinin test bélimi sonundaki Reynolds sayisi yaklasik
olarak,

Ve (40 m/s)(0.30
Re = VF - COmO0m) _ o0 0
=T 5 T 1507 X 105 m¥s

elde edilir. Bu Rey sayisinin, Re, ,, = 5 X 10° olan mahendislik kritik
Reynolds sayisindan, hatta Re, ,;;c = 1 X 10°ten de kigik olmasin-
dan, ayrica ceperlerin pirdzsiz ve akisin sakin olmasindan dolayi, sinir
- tabakanin test b&liomid boyunca laminer olarak kaldigini kabul edebili-
riz. Rizgar tinelinin test bolimd boyunca sinir tabaka biyidikce, test
bolimintn merkez eksen kisminda yer alan dénimsiz akis bdlgesindeki
hava, Sekil 10-105"teki gibi kitle korunumunu saglamak icin hizlanir.
Test bélimi sonundaki yerdegistirme kalinligini hesaplamak icin Denk-
lem 10-73"0 kullanalim:

172x  1.72(030 m)

VRe, /796 x 10°

5% = =183 %X 107°m =183 mm (1))

Ak
dogrultuculan Yayici
I'. Test I"., Susturucu
\ I'ul h"’:li.imﬁlu Fan H'-HIH
|
1| P
— el L=
1 —_—
— | f .

SEKIL 10-106
Ornek 10-11"deki riizgar
tiinelinin sematik cizimi.

(b) \

A
\_

(a)

SEKIL 10-107

Ornek 10-11’deki riizgar tiinelinin
test boliimiine ait kesit gdriiniisler:
{(a) Test boliimii baslangici ve

(b) test boliimii sonu.
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Birincisi test bdlimianin basina, ikincisi ise sonuna ait olmak {zere test
bolimine ait iki farklh kesit gorindsd Sekil 10-107'de cizilmistir. Test
béliminidn sonundaki etkin yaricap, Denklem 1'den bulunan 8* kadar aza-
© ir. Test béliimil sonundaki ortalama hava hizini hesaplamak tizere kitlenin
korunumu uygulanirsa,

wR?
VEirLﬁAEiﬁaz V*;LRLE A*;ﬂuﬁ - Vvﬂuﬁz Vsiﬂﬁ m(R — 8%) @)
elde edilir ve buradan
(0.15 m)?
Vi = (4.0 m/s) = 4.10 m/s (3)

(0.15m — 1.83 X 103 m)>

sonucuna varilir. Buna gore hava hizi, yerdegistirme kalinliginin etkisiyle test
boliiminde yaklasik olarak %2.5 oraninda artmaktadir.

(b) Daha iyi bir tasarim icin nasil bir éneride bulunabiliriz? Birinci olasilik,
test bolimind diaz ceperli silindir yapmak yerine hafifce iraksayan (genisle-
yen) bir kanal olarak tasarlamaktir (Sekil 10-108). Eger yaricap, test bélimi
boyunca 8*(x) ile orantili olarak artacak sekilde tasarlansaydi, yerdegistirme
- kalinhginin etkisi ortadan kalkar ve bdylece test bolimi boyunca hava hizi
yaklasik olarak sabit kalirdi. Sekil 10-108'de gosterildigi gibi, hala gceperde
bir sinir tabaka vardir. Ancak Sekil 10-105'teki durumun tersine bu kez
sinir tabaka disindaki cekirdek akisin hizi sabit kalmaktadir. Iraksak ceper
dnerisi 4 m/s'lik tasarim calisma sartinda iyi is gorir ve diger akis hizlarinda
da bir miktar yardimci olur. Diger bir secenek ise, ceper Gzerindeki havanin
bir kismini cekmek igin test bdlimi ceperleri boyunca emis uygulamaktir.
Bu tasarimin avantaji, riizgar tiineli hizi degistirildiginde herhangi bir calisma
- sartinda test béliimindeki hava hizini sabit tutmak igcin emisin istenilen bir
bicimde ayarlanabilmesidir. Bu 6neri daha karmasik ve muhtemelen daha
pahali bir secenektir.

frdeleme Riizgar tiinellerinde test bélimindeki hava hizinin tiniform olma-
sini saglamak icin raksak ceper segenegi veya ceper emisi secenegi kullani-
lir. Burada verilen yerdegistirme kalinhgi teknigi, sinir tabakanin tarbdlansl
oldugu daha buyik rizgar tinellerine de uygulanir ancak bu durumda &*(x)

icin farkli bir denklem gerekir.

Ast] test bil gesi ceperi

S*Lt]l
—— - S =N
I — 3 o ==
V. —>Cekirdédk "] I
T >
—— —_— - __

Degigtiri lmis test biilgesi ceperi

Asil test bilgesi ceperi

o, \

—_— $ %
: _'__"-.....____.___-_ ——— f |
s g AN I

—t= | (%) =

V' ——> Goriinir |—* >
| cekirdek - -

——| akig — —
— i

— T - X -

E___—m

Degistirilmis test bilgesi ceperi

SEKIL 10-108

Iraksak bir test boliimii. sinir
tabaka verdegistirme etkisinden
kaynaklanan akis hizlanmasini
ortadan kaldinir: (a) Gercek akis
ve (b) goriiniir doniimsiiz
cekirdek akisi.



Momentum Kalinhgi

Kalin kesikli cizgiyle tanimlanmis,
yukaridan sinir tabaka digindaki
bir akim gizgisiyle alttan ise duz
levha ile sinirlandiriimis kontrol
hacmi; Fy, levhanin kontrol
hacmine uyguladigi viskoz

FD. x * 'II
Simnir tabaka kuvvetidir_ :
- S ¥+ F* ~¥
0= V-ndA = w udy — w U dy Y
LKY’O \_p L i LP Jq ) ) l (U — u) dy = Ud*
X kurEE]undu X =-T]_'du 0

Vi

Serbest-akimfo———— - T _
kiitle akigi T Sinuir tabaka
nedeniyle kiitle

B T_ o akisindaki
50x) eksilme
X
x
—_— =
Ceper X

Sinir tabaka profili altinda. kiitlesel
debi eksilmesini temsil eden alan

ile 6* kalinliginda serbest-akim
akiskan parcasi tarafindan olusturulan
alanin karsilastirilmasi. Kiitlenin
korunumunu saglamak i¢in bu iki
alanin ayni olmasi gerekir.
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Kontrol hacmi icin x-momentum korunumu:

Y+5* y
YF,=-F,, = LpuV—ﬁdﬂi = pr udy — pwJ; U2 dy

purrye - e Sy et et :
‘o

ardl birim genislik

‘o 2

yen 5|| aknl Varllla

ihe

Enum k||| bﬂyﬂ

basina olusan momentum kaybinin pU?'ye orani olarak tanimlanir.

Slalisy eIl e T o eI g R T o & Slalisy IRl RN TR o i ) biea e

E(I 3)
o\' ")

~ Bir diiz levhada laminer sinir

* tabaka icin yerdegistirme kalinlig1
 8'nin %35.0°1, momentum kalinlig
~ise 8'nmn %13.5"idir.




Diiz Levha Uzerinde Tiirbiilansh Sinir Tabaka

Bir turbulansli sinir tabakanin daimi
olmayisinin gosteriligi; ince ve dalgali siyah
cizgiler anhk hiz profilleridir.' Kalin mavi ¢izgi
Ise uzun zaman-ortalamal hiz profilidir.

1.2
] |
Burada tartisilan tim turbulans ifadeleri zaman- 0.8 —
ortalamali degerleri temsil etmektedir. Turbulansli . ]
dlz levhada sinir tabakanin zaman-ortalamali hiz 5 0.6
profile i¢in yaygin bir ampirik yaklastirim 1/7’nci - _
kuvvet yasasidir ve asagidaki gibi ifade edilir: 04 S
f‘,_,"'11” o u .
y = 6 1¢in U= (g) - y = 4 icin T 1 05 ]
i Turbulent
Sinir tabaka kalinligi kullanilarak boyutsuzlastirilan b
laminar ve turbulansh duz levha sinir tabaka hiz 0 02 04 06 08 1

profillerinin karsilastiriimasi. u/U



Bir Uniform akima paralel olarak yerlestirilmis plrtzsiuz diz levha Gzerindeki

laminer ve tlrbiilansli sinir tabakalara ait ifadelerin 6zeti*

(a) (b)
Ozellik Laminer Tarbulansh ™ Tarbalansh ¥
o 491 O 0.16 O 038

Sinir tabaka kalinhgi — — = — =

X ’\/R{:I

0* 1.72 0* 0.020 o* 0.048

x  (Re)" x  (Re)'s

Yerdegistirme kalinhg = = ~

X  A/Re, * T Re)” x Re)”
7] 0.664 f 0.016 t 0.037

Momentum kalinhgi = — = — =
s X Re. ¥ Re)V  x (Re)”
0.664 0.027 0.059
Yerel ceper surtiinme katsayisi C, = = C, = :

C f— f—
fox m fix (ch)m f.x (REI)UE

* Laminer degerler tamdir ve ¢ anlamli basamaga gore listelenmistir. Ancak tarbulansh akis alanlarinda

olan baylk belirsizlik nedeniyle, tarbalansl degerler yalnizca iki anlamli basamaga gtre verilmistir.
T 1/7°nci kuwvet yasasindan elde edilmistir.

¥ Purlzsoz borulardaki tarbllansl akisa ait deneysel verilerle birlestirilen 1/7'nci kuvvet yasasindan elde

- edilmistir.
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ORNEK 10-12 Laminer ve Tiirbiilansh Sinir Tabakalarin
Karsilastiriimasi

20°C’deki hava L = 1.52 m uzunlugundaki plrizsiz diz bir levha Gzerin-
den V = 10.0 m/s hizla akmaktadir (Sekil 10-114). (a) x = L'deki lami-
ner ve tarbulansh sinir tabaka profillerini fiziksel degiskenler cinsinden
(v = Ay)) ciziniz ve karsilastiriniz. (b) Her iki durum icin x = L’'deki yerel
ceper surtiinme katsayisi degerlerini karsilastiriniz. (¢) Laminer ve tarbilansli
sinir tabakalarin gelisimini cizerek karsilastiriniz.

GﬁZUM Laminer ve tdrbdlansh sinir tabaka profillerinin, yerel ceper sir-
tinme katsayisinin ve diiz levha sonundaki sinir tabaka kalinliklarinin karsi-
lastirmasi yapilacaktir.
Kabuller 1 Levha purizsuz olup serbest akim sakin ve Gniformdur. 2 Akis
ortalama olarak daimidir. 3 Levha sonsuz ince olup serbest akima paralel
olarak yerlestirilmistir.
Ozellikler Havanin 20°C sicakliktaki kinematik viskozitesi » = 1.516 X
10> mZ/s'dir.
Analiz (a) 11k olarak x = L'deki Reynolds sayisini hesaplayalim:

Vx (10.0 m/s)(1.52 m)

Re, = — = - = 100 X 10°
* v 1.516 X 1073 m¥s

Bu Re, degeri, Sekil 10-81'e gore laminer ile tarbilans arasinda kalan
gecis bdlgesindedir. Bu nedenle laminer ve tarbulansli sinir tabaka profil-
leri arasinda bir karsilastirma yapilmasi uygundur. Laminer durum icin Sekil
10-113"teki y/é6 degerlerini,

491 491(1520
o = T ( mm) = 7.46 mm (1

WA /Re. A/1.00 X 108

r Y
yo  V _ Oumpainsy U=V
'E']:Lminer

?

SEKIL 10-114

Ornek 10-12"deki diiz levha
izerindeki hava akisi i¢cin laminer

ve tiirbiilansh sir tabakalarin
kargilastirilmasi (sinir tabaka kalinlig
abartili olarak ¢izilnustir).
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olarak hesapladigimiz 8., ile carpariz. Bu da bize mm olarak y degerlerini
verir. Benzer sekilde Sekil 10-113'teki u/U degerlerini de Uile (U = V =
10.0 m/s) carparak m/s olarak u degerlerini elde ederiz. Laminer sinir tabaka
profili Sekil 10-115"te fiziksel degiskenler cinsinden cizilmistir.
Simdi de Tablo 10-4'teki (a) sitununda verilen denklemi kullanarak ayni
x-konumundaki tirbdlansh sinir tabaka kalinligin hesaplayalim:
_ 0a6x  0.16(1520 mm)
Il T (Re )T (1,00 X 10917
[8,irbaiansy, NN Tablo 10-4"0n (b) sitununa gore hesaplanan degeri bir mik-
tar daha yiksek olup 36.4 mm'dir.] Denklem 1 ve 2 karsilastinldiginda,
Reynolds sayisinin 1.0 X 10° oldugu durumda tirbilanshi sinir tabakanin
laminer sinir tabakadan 4.5 kat daha kalin oldugu gérdldr. Denklem 10-82
ile verilen tdrbdlansh sinir tabaka profili, laminer profille karsilastiriimak
Uzere fiziksel degiskenlere donistirilerek Sekil 10-115"te cizilmistir. Sekil
10-115"teki iki carpici dzellik su sekilde ifade edilebilir: (1) tirbdlansh sinir
tabaka laminerden cok daha kalindir ve (2) ceper yakininda u'nun y'ye gore
egimi tarbilansli durumda ¢ok daha diktir. (Dogal olarak 1/7'nci kuvvet yasa-
sinin ¢eperin cok yakininda gercek tarbilanshi sinir tabaka profilini yeteri
kadar temsil etmedigi unutulmamahdir).

= 3 mm (2)

(b) Géz dnine alinan iki durum icin yerel ceper surtiinme katsayilarini kar-
silastirmak Gzere Tablo 10-4'te verilen ifadeleri kullanalim. Laminer sinir
tabaka icin,

0664 0.664

Cr + taminer = = = 6.64 x 104 (3)
fed /Re, ~/100 X 10°
ve tirbilansh sinir tabaka igin (a) situnundan,
0.027 0.027
= =38 x 10°° (4)

C. x. wrbittansh = (Re )7 (100 x 1057

elde edilir. Denklem 3 ve 4 karsilastirldiginda, tirbilansli gceper sirtiinme
katsayisi degerinin laminer degerin bes katindan daha fazla oldugu gérilir.
Eger Tablo 10—4"teki (b) sitununda verilen diger tirbilansli ¢eper sirtiinme
katsayisina ait ifadeyi kullansaydik Ci , igbgtans = 3-7 X 1073 olarak Denk-
lem 4 ile verilen degere cok yakin bir deger bulurduk.

¥, mim

40
30

] Tiirbiilansh
20 |
10 f.

. Laminer 71”/
0 i I_-I-I-.r-l-l-l- |_|‘-|.-' T T T 1

0 2 4 6 8 10
i, mfs

SEKIL 10-115

Lamuiner ve tiirbiilansh

diiz levha sinir tabakalarinin
avi x-konumunda fiziksel
degiskenler cinsinden

karsilastinlmasi. Reynolds
sayist Re, = 1.0 X 108.
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(c) Yapilan tirbilansh hesaplama, sinir tabakanin levhanin en basindan

itibaren tarbalansli oldugu varsayimina dayanir. Gergekte 6nce bir laminer -

akis bolgesi, ardindan bunu izleyen bir gecis bélgesi ve en sonunda da Sekil
10-81'de gosterildigi gibi bir tirbilansh bélge vardir. Yine de ya timiyle
laminer akis ya da timiyle tdrbialansh akis kabul etmek suretiyle bu akis
IGIN &), iner V& Btirbalang, MN X'IN fonksiyonu olarak nasil biyiddklerini karsi-

- lastirmak ilging olabilir. Tablo 10-4'teki ifadeler kullanilarak karsilastirma
amaciyla bu ikisi Sekil 10-116'da cizilmistir.

40 -
30 E Torbalansls (b)
E _,.—-# Turbillanzh {a)
10 : ﬁﬁ Laminer
ui[%
0 0.5 1 1.5

I m

 Irdeleme Acikca gorilmesi igin Sekil 10-116'daki ordinat mm, apsis ise m
- olarak ahnmistir. Gordldago gibi tdrbdlansh durumda bile sinir tabaka son
derece incedir. Tablo 10-4'te verilen (a) ve (b) tdrbdlansh durumlan arasin-

daki farkhlik, ampirik egri uydurmalar ile Tablo 10-4'teki ifadeleri elde etmede .

kullanilan yari-ampirik yaklastinmlar arasindaki uyumsuzluklar ile aciklanabilir.

Bu durum, tarbdlansh simir tabaka degerlerini en fazla iki anlamh basamaga

gire verme karanmizi desteklemektedir. Levha sonuna kadar Reynolds sayisi

' . gecis bolgesinde kaldigindan, &'nin gercek degeri boyok bir olasilikla Sekil

10-116"da cizilen laminer ve tirbilansh degerler arasinda bir yere disecektir.

SEKIL 10-116

Ornek 10-12’deki diiz levha icin
laminer ve tiirbiilansh sunir tabaka
gelisiminin karsilastinlmas:.
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Yaygin olan diger bir yaklastirirm da logaritma yasasidir. Bu yari-ampirik bir
ifadedir ve yalnizca duz levha sinir tabakalari igcin degil ayni zamanda tam
gelismis boru akisinda turbulansli hiz progilleri igin de gecerlidir.

Aslinda logaritma yasasi sadece duz levha Uzerindeki akiglar icin degil, ceperle
cevrili hemen hemen tim turbulansli sinir tabakalar i¢in uygulanabilir.

Logaritma yasasi genellikle surtinme hizi u* adi verilen bir karakteristik hiz ile
boyutsuzlastirilan degiskenler cinsinden ifade edilir.

. U 1 Vids
Logaritma yasasi: — = —1In
u. K v

+ B

|
by

Stirtiinme hizt: U, =4+ |[—
-...'.‘: 'l'j

TUum geper boyunca gecerli olan daha gelismis bir ifade
Spalding ¢ceper yasasidir:

.".'J'f ¢ i R A I -'-:':J'I'-"l:'f E':'l_ |'I': I:"I.f':l” di )
— 4 e Blen W) _ | — i) — -

v i 2 6

93



ORNEK 10-13 Tirbiilanshi Sinir Tahaka Profili Denklemlerinin
Karsilastiriimasi

20°C'deki hava L = 15.2 m uzunlugunda pirizsiz diz bir levha dzerinden
V= 10.0 m/s hizla akmaktadir (Sekil 10-117). x = L'deki tirbdlansh sinir
tabaka profilini fiziksel degiskenler cinsinden (v = f(y)) ciziniz. Sinir taba-
kanin levha baslangicindan itibaren tirbilansli oldugunu varsayarak 1/7'nci
kuvvet yasasi, logaritma yasasi ve Spalding ceper yasasi ile elde ettiginiz
profilleri karsilastiriniz.

COZUM Ucg farkl yaklastinmi kullanarak bir diiz levha sonundaki ortalama
- sinir tabaka hiz profili u(y)'yi cizecegiz.

Kabuller 1 Levha piirtzsitzdir, ancak alisilagelenin aksine, sinir tabakay tir-
biilansa gecmeye zorlayan serbest akim calkantilari mevcut olup sinir tabaka
levha baslangicindan itibaren tarbilanshdir. 2 Akis ortalama olarak daimidir.
3 Levha sonsuz incedir ve serbest akima paralel olarak yerlestirilmistir.
Ozellikler Havanin 20°C'deki kinematik viskozitesi » = 1.616 x 10>
m2/s'dir.

~ Analiz Oncelikle x = L'deki Reynolds sayisini hesaplayalim:

Vx (100 m/s)(15.2 m)
Re, = — = ——— = 1.00 X 10’

v 1.516 X 107" m/s
Bu deger, diz levha sinir tabakasi icin gecis bdlgesi Reynolds sayisinin
oldukca Uzerindedir (Sekil 10-81) ve dolayisiyla levha baslangicindan itiba-
ren tdrbilansh akis kabul edilmesi uygundur.

Tablo 10-4'teki (a) sOtunu degerlerini kullanarak levha sonundaki sinir

| tabaka kalinligini ve yerel ceper sirtinme katsayisini belirleyelim:

= 21O _ 240 C, =—2 _ 570 x 10
= (Rﬂ.r}lﬂ — - Im ,\,I'-.-r o (Rﬂ.r}lﬂ - . i:‘I.'l

Sartianme hizi tanimini (Denklem 10-84) ve C; ,in tamimini (Ornek
10-10'da Denklem 10'un sol tarafi) kullanarak sirtiinme hizi hesaplanirsa,
7, [Crx [270 x 103
'\| — U,\ = (100 m/s) A\I f = 0.367 m/s (2)

Vi

olx) Ux)=V

=y

SEKIL 10-117

Ornek 10-13’teki diiz levha
fizerindekr hava akisinin
olusturdugu tiirbiilansli suur
tabaka (siur tabaka kalinhig
abartili olarak cizilmuistir).
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elde edilir. Burada U = sabit olup bir diz levha i¢in her yerde U = Vdir.
1/7'nci kuvvet yasasinin (Denklem 10-82) grafigini cizmek kolaydir, ancak
logaritma yasasi (Denklem 10-83) v = f(y) icin kapal bir fonksiyondur.
Bunun yerine Denklem 10-83'ten y'yi u'nun fonksiyonu olarak cekersek,

v ex{us’u.—ﬂl (3)
[/

elde ederiz. u hizinin ¢eper {zerinde 0'dan sinir tabaka kenarinda U'ya kadar 150
degistigi bilindiginden, Denklem 3 kullanilarak logaritma yasasi hiz profili

fiziksel degiskenler cinsinden cizilebilir. Benzer disinceyle, Spalding ceper ¥, mm
yasas! da (Denklem 10-85) y = flu) olarak yazilabilir. Bu Gg profil karsilas-

tirma amaciyla ayni grafik Gzerinde ¢izilmistir (Sekil 10-118). Profillerin g 100
~de birbirlerine yakindir ve bu dlgekte logaritma yasasini Spalding yasasindan
ayirt etmek mimkin degildir.

Sekil 10-118'deki gibi bir fiziksel degiskenin lineer eksenli grafigi yerine L /7' nci kuvvet

' ¢ogu zaman cepere yakin bdlgeyi bilyiatmek (daha gérinir hale getirmek) e

icin boyutsuz degiskenlerin yari-logaritmik bir grafigi cizilir. Sinir tabaka lite- yasast

ratirinde boyutsuz defiskenler icin kullanilan en yaygin gésterim y+ ve u™ ‘

(ic defiiskenler veya ceper defiskenleri yasasi) olup 1 e e B T

2l el (4)
v i, u, mfs

seklinde ifade edilir. Fark edeceginiz gibi y' bir tir Reynolds sayisidir ve

- sirtinme hizi v, hem y'yi hem de v'yu boyutsuzlastirmak icin kullamimistir. SEH“. 10-118

- Sekil 10-118, ceper degiskenleri yasasi kullanilarak Sekil 10-11%'da yeni- 5

den cizilmigtir. Bu sekilde cizildiginde, 6zellikle ceper yakininda olmak iizere Tiirbiilansl diiz levha simr

¢ yaklastinm arasindaki farklar cok daha net gérilmektedir. Karsilastirma tabaka hiz profili ifadeleninin fiziksel
icin Sekil 10-119'da tipik deneysel veriler de cizilmistir. Spalding’in for- < - R _ 7
. o i ; degiskenler cinsinden Re, = 1.0 X 10
milld genel itibariyla en iyi sonucu vermektedir ve ceper yakininda deneysel = L
verileri takip eden tek ifadedir. Sinir tabakanin dis kisminda, 1/7'nci kuvvet icin kargilagtirilmasi: 1/77ne1 kuvvet

yasasi deneysel u™ degerlerine uygun olarak belirli bir ¥ degerinden sonra @fﬂida;:nrum_ lngaritnm yasasi ve
diizlesmektedir. Buna karsin hem logaritma yasasi hem de Spalding formald, ) ; :
yari-logaritmik &lgekte diz bir dogru olarak sinirsizca devam etmektedir. Spalding I:_:E'p?r }:ISELSI.

y =

Log yasasi

|
S paldiln 2 yasasi

_n
=
Lol

=)
[
iy
=
[ =]
=

Ceper dediskenleri vasast: ¥
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SEKIL 10-119

Tiirbiilanslh diiz levha profili
ifadelerinin ceper degiskenlen

vasasi cinsinden Re_ = 10 x 107

icin karsilastinlmasi: 1/7 nci kuvvet
vaklastirnmu, logaritma vasast,
Spalding ceper yasasi ve ceper-art

1z1 yasasi. Karsilastirma icin tipik
deneysel veriler ve viskoz alt tabaka
denklemi de (u™ = y*) gosterilmistir.

T

10

(Ceper-art izi yasasi -

LT nei Euvved
Vasas]

Deneysel veriler

\

Spalding vas

T~ Log yasasi

1

0 10’

vt

irdefeme Sekil 10-119'da u* = y* lineer denklemi de cizilmistir. Cepere
" cok yakin (0 = y* < 5 veya 6) bdlgeye viskoz alt tabaka adi verilir. Bu béal-
gede cepere yakinhik dolayisiyla tirbilans calkantilar baskilanir ve hiz pro-
- fili neredeyse lineerdir. Bu bélgaye verilen diger isimler lineer alt tabaka ve
laminer alt tabakadir. Spalding denkleminin viskoz alt tabakayi izledigi ve
dizgin bir bigcimde logaritma yasasini takip ettigi gorilmektedir. Cepere yakin
bu bélgede ne 1/7'nci kuvvet yasasi ne de logaritma yasasi gecerlidir.

10t
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Basin¢ Gradyenli Sinir Tabakalar

Simir tabaka

-

(ca)

—_— Sinir tabaka

(b)

SEKIL 10-120

Basin¢ gradvenli sinur tabakalar
hem dis hem de i1¢ akislarda olusur:
(a) Bir ucagin gévdesi bovunca ve
art 1z1 tarafina dogru gelisen sir
tabaka ve (b) bir vayicimun ceperi
bovunca biiviiven sinir tabaka (her
iki durumda da sinur tabaka kalinhig
abartii olarak ¢izilmistir).

Eger akis viskoz olmayan ve/veya
donumsuz bir dis akis bolgesinde (sinir
tabakanin disi) ivmeleniyorsa U(x) artar,
P(x) ise azalir.

Buna elverisli basing gradyeni denir.

Bu tlr ivmelenen bir akista sinir tabaka
genellikle incedir ve cepere sikica
tutunmustur.

Dolayisiyla sinir tabaka ¢ceperden
ayrilmayacak bir yapida oldugundan akis
ayrilmasi beklenmez. Ote yandan dis akis
yavasliyorsa (negatif ivmeleniyorsa) U(x)
azalir, P(x) artar ve bu durumda bir
elverigsiz veya ters basing gradyeni soz
konusudur.

Adindan da anlagilacagi gibi bu arzu
edilmeyen bir durumdur. CUnkua sinir

tabaka bu ters basing gradyeni altinda
genellikle daha kalin ve ¢epere sikica
tutunmamis olup akisin gceperden ayrilmasdr
cok daha muhtemeldir.



Elvengsiz Serbest akima batiriimis bir
cisim boyunca gelisen sinir
tabaka, tipik olarak cismin on
kisminda elverisli bir basing
gradyenine, cismin arka
kisminda ise elverissiz (ters)
bir basing gradyenine maruz
Elverish kalir.

- Kapali akim gizgileri, ayrilma kabarcngl adi verilen surekli dolanimli bir aklg bolgesini |§aret

- etmektedir.

Ayrilma kabarcig@indaki ters akis nedeniyle, sinir tabaka denklemleri akis |
ayrilma noktasinin asagiakiminda gecersizdir.

Ayrilma noktasi Ayrilma noktasi Ayrilma noktas:

__&\

(a)

(c)

“Ters basing¢ gradyeninin bulundugu bolgelerde olusan sinir tabaka ayrilmalarina

ornekler: (a) Orta seviyede bir hiicum agisindaki ucak kanadi profili, (b) yiiksek hiicum

acisinda ayni kanat profili (kaldirma kuvveti kaybina ugramis bir kanat) ve (c) sinir
tabakanin tutunamadigi ve bir kenar uzerinden ayrildig1 genis acil bir diftzor (yayict).
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a(x)

v 3
Ce—
Ulx)
—_—
S ,
6(x) u
=
T'«I.' 1
(b)

o |

Basing gradveninin bir fonksivonu
olarak siunur tabaka hiz profili
sekillerimin karsilagtirilmasi

(dP/dx = -U dU/dx): (a) Elvenish,
(b) sifir, (¢) hafif ters, (d) kritik ters
(avrilma noktasi) ve (e) viiksek ters;
biikiim noktalar kirmizi cemberler
lle gbsterilmis olup ceper kayma
gerilmesi 7, = w (du/dy),_q her

- 99
durum icin ¢izilmistir.



X AE:i yonil

Elverigsiz

= Elverishi ——

I (a)
il ARE yindi =
= E Ayribma kabarcigi

{-':-]I

B|r tumsek uzerlnden |k| boyutlu aklgm HAD sonuglarl (a) D|§
£t jffaklga ait akim glzgllerlnln cizildigi Euler ¢ozimu (akis ayrllmaS| el D
- yok), (b) timsegin asagiakimi uzerlnde aklg ayrllmasml gosteren-_, it s
Iamlnar ak|§ goziimi, | s fakn .

e



i L tumsek uzerlnden |k| boyutlu s
~akisin HAD sonuglarl AT
) ayrllma noktasi cwarmdakl

-~ akim glzgllerlnln yakindan -

s gorunusu ve (d) hiz vektorlerlnln |
= _5yak|ndan gorunusu (c) dekl i
~ gorinds. KeS|kI| k|rm|2| glzgr bir ff_';
- bolen akim gizgisidir. Buakim
iy cizgisi altindaki akiskan, Iglnde 34
~akiskanin dondugu ayriima

2 '_kabarC|g| |ger|sme' “hapsedllmlgtlr”, :




Sinir tabaka yaklastirimi sadece dis akis ¢cé6zimintn basarisi kadar iyi sonuc
verir; eger ayrilma noktasi dis akisi 6nemli dlctide degistiriyorsa, bu durumda
sinir tabaka yaklastirimi hatali olacaktir.

Turbtlansli sinir tabakalar, ayni ters basing gradyenine maruz laminer sinir
tabakalara kiyasla akis ayrilmasina karsi daha direnclidir.

Ters basin¢ gradyeninde
laminer ve turbulans sinir
tabaka goruntilerinin
karsilastiriimasi; akis soldan
saga dogrudur. (a) Laminer
sinir tabaka kosede ayrilir
ancak (b) turbulansli sinir
tabaka ayrilmaz.

(a)

(b)

Fotograflar 1982°'de M. R. Head
tarafindan akis titanyum—tetraklorur ile
gorsellestirilerek gekilmistir.

Head, M. R. 1982 in Flow Visualization
lI, W. Merzkirch, ed., sayfa 399—-403.
Washington: Hemisphere. -
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Dis akis

~ Sekil 10-124'te verilen timsek tizerindeki tirbulansh akisa ait HAD sonuglari.
-~ Sekil 10-124b'deki laminer akis sonuclariyla kiyaslandiginda turbulansli sinir -
~ tabaka akis ayriimasina karsi daha direnglidir ve tumsegin arka klsmlndakl
: ters basing gradyenl bolgesmde geperden ayrllmaz & : S d e

o Tumseglna_rk,a klsmmda ayrllan Iamlner Sl}_nll' tabakanln'aksine,
tarbulansli sinir tabakanin yuzeye yapisik kaldigina (akis ayrilmasinin

~ bulunmadigina) dikkat ediniz. Turbulansli durumda dis akis icin Euler

- ¢6zUmu (Sekil 10-124a), hicbir akis ayrilmasi olmadigi ve sinir tabakanin
- oldukca ince kalmasindan o6tiir( tim timsek boyunca gegerll olan uygun

~ bir yakla§t|r|m olarak ortaya glkmaktadlr 103



Sinir Tabakalar icin Momentum integral Teknigi

Pratik muhendislik uygulamalarinin cogunda sinir tabaka icerisinde olup biten
herseyi bilmek gerekli degildir. Daha ¢ok sinir tabaka kalinhgi ve geper surtunme
katsayisi gibi sinir tabakanin genel 6zelliklerini yaklasik olarak belirlemek isteriz.

Momentum integral teknigi, ceperler boyunca sifir veya sifir olmayan basing
gradyeni altindaki sinir tabakalara ait bu tur 6zelliklerin nicel yaklastirimlarini elde
etmede bir control hacmi yaklagtirimi kullanir. Ayrica bu teknik hem laminar hem de
turbulansli sinir tabakalar icin kullanilabilir.

dP
Phul yilz =P P-\uﬁ viz P+ —dx
______________ b = : d-\.:
L, _
: . ~ ¥
:". mhul yiiz - p”" Md}i
= P yiiz - -0
| B
— ¥ g7
Ml By wl Mys vtz = pw{ udy + —( u d}‘)d_t}
: S(x [+ d)
I XA+ dx
: Momentum integral denkleminin
i tiretiimesinde kullanilan kontrol

hacmi (kesikli kirmizi ¢izgi).
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SFiae v 2 Foyuey

,, yergekimi ihmal  YwP — YW(P + %dx) —wdrr,

SEKIL 10-128
. Sekil 10-127"deki kontrol hacmi
 icin ktitle akisi dengesi.

tf}‘) t J; (U —uydy =




Carpimin turevi kurali
momentum integral
denkleminin
tiretilmesinde
tersten kullantlir.

L , d dU _, Ty
Kdarman integral denklemi: —(U“0) + U — 6t = —
dx dx p
C,. 7
o , L fx  df 6 dU
Kdrmdn integral denklemi, alternatif bicim: — = — + (2 + H) ——
2 dx dx
Sekil faktorii: H=—
v}
r . . T'I-'
Yerel ceper siirtiinme katsayisi: C.,=
_P!t _
L. - db
Kdarman integral denklemi, diiz levha sinir tabakast: C,.=2—

A dx
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ORNEK 10-14 Diiz Levha Sinir Tabakasinin Karman integral
Denklemi ile Analizi

' Diiz bir levha tzerindeki tarbiilansli sinir tabaka hakkinda yalnizca iki unsu-
run, yani yerel ceper sirtinme katsayisinin (Sekil 10-130),

0.027
Cr = (Re V7 v
ve sinir tabaka hiz profili icin,
I v\ 17 I
=dise —=| < >0 icin — =1 (2)
y isc — (5) ¥ igin.

olarak ifade edilen 1/7'inci kuvvet yasasinin bilindigini varsayiniz. Yerdegis-
tirme kalinlig ve momentum kalinhg tanimlarindan yararlanmak suretiyle
Karman integral denklemini kullanarak &, 8* ve #'nin x ile nasil degistigini
belirleyiniz.

CO0ZUM Denklem 1 ve 2'ye gore 8, 5* ve @'y belirleyecegiz.

 Kabuller 1 Akis tarbilansh ancak ortalama olarak daimidir. 2 Levha ince ve
Ulx) = V = sabit olacak sekilde serbest akima paralel olarak yerlestirilmistir.
Analiz Momentum kalinhigini bulmak icin 6nce Denklem 2'yi Denklem
10-80'de yerine yazip integre edelim:

o= [50-D)a=[G)(-() )20 e
LU u)® = L \5 5 Y =7 =

Benzer sekilde Denklem 10-72'yi integre ederek yerdegistirme kalinligini bu-

R R [ PR

Karman integral denklemi diz bir levha sinir tabakasi icin Denklem 10-99'ye
dondsdr. Denklem 3'G Denklem 10-99'de yazip diizenleyerek,

o 0 _13a
2 Tdy 72 dx

74 U(x) = V
__..V o(x) -
: CJ". X
§EKiL 10-130

Ornek 10—14’te akisin

diiz levha tizerinde meydana
getirdigl tiirbiilansh sinir tabaka
(s1ur tabaka kalinlig abartils
cizilmustir).
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elde edilir. Bu ifadeden,

d—S—EC —ED{JET'R )17 (5)
dx 14 Fr T 1g RS
sonucuna varilir. Burada yerel ceper sirtinme katsayisi yerine Denklem 1'i
yerlestirmis olduk. Béylece Denklem 5 dogrudan integre edilerek,
o 0.16

Sinir tabaka kalinlig - —= (6)

- x  (ReyV”
elde edilebilir. Son olarak Denklem 3 ve 4'lGn Denklem 6'da yerine yazilma-
siyla * ve 8 igin,

o* 0.020

Yerdegistirme kalinligi - — = (7
54 &t x  (Rey)"”
ve
. 4+ admle 0 0.016 ®
omentum kalmmli ot - — =
b x  (ReyV

sonugclar bulunur.

irdeleme Sonuclar, Tablo 10-4'0n (a) siitununda verilen ifadelerle iki
anlaml basamaga kadar uyum gostermektedir. Aslinda Tablo 10-4'teki ifa-
delerin cogu Karman integral denklemi yardimiyla elde edilmistir.

—

UYARI
INTEGRAL
ISLEMI
GEREKLI

N —

Karman integral
denklemini
kullanabilmek igin

~bilinen (veya kabul

edilen) bir hiz profiline
ihtiyac vardir.
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ORNEK 10-15 Bir Riizgar Tiinelinin Test Bdlgesinin Ceperi
Uzerindeki Direncg

Dikdortgen kesitli bir riizgar tiinelinin ceperi boyunca bir sinir tabaka gelis-
mektedir. Hava 20°C sicaklikia ve atmosfer basincindadir. Sinir tabaka,
daralma bédlgesinin yukariakimindan baslamakta ve test bdlgesi icerisine
dogru blyumektedir (Sekil 10-132). Test bdlgesine ulastiginda ise simir
tabaka tamamen tdrbilansh olmaktadir. Sinir tabaka profili ve kalinhg,
rizgar tinelinin test bélgesinin alt ceperinin hem basinda (x = x;) hem de
sonunda (x = x,) dlctlmektedir. Test bélgesi 1.8 m boyunda 0.50 m eninde
(Sekil 10-132'de sayfa igine dogru) olup asagida verilen dlgciimler yapilmistir:

6, =42cm 6,=77cm V=100m/s (1)

Sinir tabaka profili, her iki konumda da standart 1/7'inci kuvvet yasasi yak-
lastinmina kiyasla 1/8'inci kuvvet yasasi yaklastinmina daha iyi uyum goster-
mektedir:

u y \1/8 u
=dicin —=|=< > oicin —=1 (2)
y icin = (3) y icin =
Buna gore riizgar tinelinin test béliminin alt ¢eperine etkiyen Fj toplam
ceper sirtiinme direng kuvvetini belirleyiniz.

C0ZOM Bir rizgar tinelinin test bsluminiin alt ceperi izerine (x = x; ile
X = X arasinda) etkiyen toplam ceper siirtinme direng kuwveti belirlenecektir.

Ozellikler 20°C’deki hava icin v = 1.516 x 107> m?/s ve p = 1.204 kg/m?3.
Kabuller 1 Akis ortalama olarak daimidir. 2 Rizgar tinelinin ceperleri
Ulx) = V = sabit olacak sekilde hafifce iraksamaktadir.

Analiz  Momentum kalinhig 8'yi bulmak icin énce Denklem 2'yi Denklem
10-80'de yerine koyup integre edelim:

oo [OT-(o-ze o
LU u)® = | \s 5) |97 45 =

Daralma

/ Yayici
\* Test boliimii
\ |II l—/_/

S~ N
—_— ¥V
e | ; |
/” x ."I|l L;HH
f 2
""'/ Sinir tabaka
i(a)

(b)

SEKIL 10-132

Ornek 10-15’te verilen riizgar
tiinelinin ¢ceperler: bovunca gelisen
sinir tabaka: Test bélgesinin alt
ceperinin (a) genel gdriiniisii ve (b)
vakin goriiniisii (simr tabaka kalinlhig:
abartili olarak cizilmistir).
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Diz bir levha sinir tabakasi icin Karman integral denklemi Denklem 10-99'ye
dénislr. Ceper boyunca clan kayma gerilmesi cinsinden Denklem 10-99
1 df

T, = 5 pUC = pU? — (4)

haline gelir. Ceper sirtiinme direng kuwvetini bulmak igin Denklem 470
x = x;'den x = x,'ye integre edersek,
X

Fp = wj
X

1

X

: db ;
T, dx = wpU?* J EH = wplU~(0, — 0) (5)

~ buluruz. Burada w, ceperin Sekil 10-132'de sayfa dizlemine dik genisligi-
dir. Denklem 3'in Denklem 5'te yerine yazilmasiyla,

4
F,=wpU>— (5, — & (6)
D P 45 02 )

© sonucuna varilir. Son olarak verilen sayisal degerlerin Denklem 6’da yerine
- konulmasiyla direng kuvveti asagidaki gibi bulunur:

-

4 5N
Fp = (0.50 m)(1.204 kg/m?)(10.0 m/s)? E{ﬂ.ﬂ?? —0042)m ( ) =0.19N

kg'm

 Irdeleme Newton'un kiiciik bir kuvvet birimi olmasi nedeniyle bulunan kuv-
- vet oldukca kiacuktar. Eger dis akis hizi Ulx) sabit olmasaydi Karman integral
denklemini uygulamak daha zor olurdu.
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¥t Akiskan 6zellikleri

p, Il Diiz levha
V /

L .

v ¥

1 m vzunlugunda sonsuz ince bir diiz
levha iizerinde soldan saga dogru
daimu, sikistinilamaz laminer akisa ait
HAD hesaplamalari; iz vektorleri sol
siitunda ve levha boyunca ii¢ farkh
konumda gdsterilnus olup levha civa-
rindakt akim cizgiler sag siitunda ve-
rilmistir. (a) Re, = 0.1 (b) Re, = 10,
(c) Re, = 1000 ve (d) Re, = 100000.
Akisin valmzea tist yaris: ¢oziilmiistiir
—alt yarist 1se bir avna goriintiisiidiir.
Hesaplama bélgesinin kenarlarinda
“sonsuz’ uzak-alan sartlarim gz
dniine almak 1cin, hesaplama bélgesi
burada gdsterilenin 6tesinde viizlerce
levha boyu kadar nzamaktadir.

L uzunlugunda sonsuz ince bir duz levha
uzerindeki akis. HAD hesaplamalari
Re, ‘nin 10! ile 10° arasindaki degerlerl

|g;|n verilmistir.

}"I

=Y

(a)Re; =1 x 107!

(b) Re; =1 x 10!
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levha iizerinde soldan saga dogru
daimi, sikisurnilamaz laminer akisa ait
HAD hesaplamalari; hiz vektorleri sol
siitunda ve levha boyunca ti¢ farkli

konumda gosterilmis olup levha civa-
rnindaki akim cizgileri sag siitunda ve- ————

rilmustir. (a) Re;, = 0.1 (b) Re, = 10,
(¢) Re, = 1000 ve (d) Re;, = 100000.
Akisin valmzea iist varisi ¢coziilmiistiir
—alt varisi 1se bir avna gorintiisiidiir.
Hesaplama bdleesinin kenarlarinda
“sonsuz’’ uzak-alan sartlarini g6z
Oniine almak icin. hesaplama bdlgesi
burada gosterilenin dtesinde viizlerce
levha boyu kadar vzamaktadir.

e

1 uda sonsuz ince uz

(c)Re; =1 x 10°




4911 m) _ 0.155 m Diiz .I:ﬁi.r levha tizerindeki laminer
' akig icin Re; = 1000°de sinir tabaka
kalinligimun hesaplanmast. Bu sonuc,
Sekil 10—134¢’de gosterilen avii
X Reynolds sayist icin x = L'de HAD
kullanilarak elde edilen hiz profili ile |
karsilagtirllomustir.

o(L) =

—

V1000
Ux)=V

1000 3
100 =
10 4 -
E / 100
Sonsuz ince diiz levha bir iizerinde = ¥.m | é — %
daimu, sikistinlamaz, iki-boyutlu HAD § %fﬂ—-——-—““ 102 &
S ) ) 5 102
hesaplamalari: Levha sonundaki 01 A/_,-—-——"‘____r____,._——-—-"‘“‘.‘ EE—
(x = L) boyutsuz x hiz bilegeni /U = // /,....-————*“‘_'-_Ta:i-'
4 5 ] ________________..--"
: L ] I
le'fr l"{adqn plau diisey _mesaf? v've gire 0,01 A -ﬂ//—;____..-—- g e
cizilmistir. Orta sevivedeki Reynolds e B ,____-——*'1*0';" J
= . - = 1 _______.--""'---___- —-__________--/
sayilarinda gdzlemlenen baskin hiz ’ ] — .
asmasi. cok diisiik ve cok yiiksek Re;, =~ 0.001 — ——— L
degerlerinde gdzden kavbolmaktadir. 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1.2
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